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Ëåêöèÿ �1. Èíòåãðàë Ëåáåãà.

Â äàííîé ëåêöèè ïðåäëàãàåòñÿ êîíñòðóêöèÿ èíòåãðàëà Ëåáåãà, îñíî-

âàííàÿ íà òåîðèè âåêòîðíûõ ðåø¼òîê. Ìû áóäåì ñëåäîâàòü ñõåìå ïîñòðî-

åíèÿ èíòåãðàëà Ëåáåãà, ïðåäëîæåííîé â ìîíîãðàôèè [2].

Óïîðÿäî÷åííûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì R íàçûâàþò

ïàðó E := (E,6), ãäå E � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, 6 � îòíîøåíèå ïî-

ðÿäêà, óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(1) åñëè x > y, òî x+ z > y + z äëÿ âñåõ x, y, z ∈ E;
(2) åñëè x > y, òî αx > αy äëÿ âñåõ 0 6 α ∈ R, x, y ∈ E.
Âåêòîðíîé ðåø¼òêîé íàçûâàþò óïîðÿäî÷åííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàí-

ñòâî E, â êîòîðîì äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x, y ∈ E ñóùåñòâóþò x ∨ y :=

sup{x, y} è x ∧ y := inf{x, y}.
Ïóñòü E � âåêòîðíàÿ ðåø¼òêà è x ∈ E. Òîãäà â E ñóùåñòâóþò ñëåäó-

þùèå ýëåìåíòû: |x| := x ∨ (−x), x+ := x ∨ 0, x− := (−x)+ = −(x ∧ 0).

Ïðèìåðû âåêòîðíûõ ðåøåòîê:

(a) R � ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Äëÿ âñåõ α, β ∈ R
α ∨ β = max{α, β}, α ∧ β = min{α, β}, α+ = max{α, 0}, α− =

−min{α, 0}.
(b) RΩ � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé f : Ω→ R (Ω 6= 0). Äëÿ f, g ∈ RΩ

f 6 g ⇔ f(ω) 6 g(ω), (ω ∈ Ω)

f ∨ g(ω) := f(ω) ∨ g(ω), f ∧ g(ω) := f(ω) ∧ g(ω).

Â ÷àñòíîñòè, |f |(ω) = |f(ω)|, f+(ω) = f(ω)+, f−(ω) = f(ω)−.

Ïîðÿäêîâûì èäåàëîì â âåêòîðíîé ðåø¼òêå E íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî E0 â E òàêîå, ÷òî åñëè x ∈ E è z ∈ E0 óäîâëåòâîðÿþò

íåðàâåíñòâó |x| 6 |z|, òî x ∈ E0. Âñÿêèé ïîðÿäêîâûé èäåàë ÿâëÿåòñÿ

âåêòîðíîé ïîäðåø¼òêîé.

Ïðèìåðû. l0 = RN, lp, ãäå 1 6 p 6∞. lp ïîðÿäêîâûé èäåàë â l0.

Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå òåîðèè âåêòîðíûõ ðåø¼òîê è îïåðàòîðîâ â íèõ

ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèÿõ [1, 3, 4].
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Ïóñòü Ω � íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Ñèìâîëîì 2Ω áóäåì îáîçíà-

÷àòü ñèñòåìó âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Ω.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïóñòü Ω � íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Ñèñòå-

ìà ìíîæåñòâ Σ ⊂ 2Ω íàçûâàåòñÿ σ-àëãåáðîé, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþ-

ùèå óñëîâèÿ:

(1) ∅ ∈ Σ;

(2) Ac ∈ Σ äëÿ ëþáîãî A ∈ Σ;

(3)
⋃
nAn ∈ Σ äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (An)∞n=1 ⊂ Σ.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ σ-àëãåáðà ñîäåðæèò Ω è äëÿ ëþáîé ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè (An)∞n=1 ⊂ Σ âûïîëíÿåòñÿ
⋂
nAn ∈ Σ.

Ïðèìåðû σ-àëãåáð.

(a) Σ := {∅,Ω};
(b) Σ := 2Ω;

(c) Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Òàê êàê ïåðåñå÷åíèå

σ-àëãåáð ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé è 2X ñîäåðæèò ëþáóþ σ-àëãåáðó ïîäìíî-

æåñòâ X, òî ñóùåñòâóåò Áîðåëåâñêàÿ σ-àëãåáðà B(X) � íàèìåíüøàÿ σ-

àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ âñå îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà X. Âñÿêèé ýëåìåíò

B ∈ B(X) íàçûâàþòñÿ áîðåëåâñêèì ìíîæåñòâîì.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïóñòü Ω � íåïóñòîå ìíîæåñòâî, Σ � σ-àëãåáðà

ïîäìíîæåñòâ Ω. Ôóíêöèÿ µ : Σ → [0,∞] íàçûâàåòñÿ ìåðîé, åñëè âûïîë-

íÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1) µ(∅) = 0;

(2) äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (An)∞n=1 ⊂ Σ, óäîâëåòâîðÿþùåé

óñëîâèþ Ai ∩ Aj = ∅ äëÿ âñåõ i 6= j, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

µ
( ∞⋃
n=1

An

)
=
∞∑
n=1

µ(An).

Îòìåòèì, ÷òî ìåðà µ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(i) Åñëè A ⊂ B, òî µ(A) 6 µ(B) (ìîíîòîííîñòü);

(ii) Åñëè An ⊂ An+1 äëÿ âñåõ n ∈ N, òî µ(
⋃
nAn) = limn µ(An) (íåïðå-

ðûâíîñòü).
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Ïàðó (Ω,Σ), ãäå Σ � σ-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ Ω, íàçûâàþò èçìåðèìûì

ïðîñòðàíñòâîì, à ýëåìåíòû èç Σ � èçìåðèìûìè ìíîæåñòâàìè.

Âñþäó äàëåå (Ω,Σ, µ) � ôèêñèðîâàííîå èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî ñ

ìåðîé µ, B := B(R) � áîðåëåâñêàÿ σ-àëãåáðà, ò.å. íàèìåíüøàÿ σ-àëãåáðà,

ñîäåðæàùàÿ âñå îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà â R.
Ôóíêöèÿ f : Ω → R íàçûâàåòñÿ Σ-èçìåðèìîé, åñëè f−1(B) ∈ Σ äëÿ

ëþáîãî ìíîæåñòâà B ∈ B. Ìíîæåñòâî âñåõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé áóäåì

îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì L0(µ).

Ïðîñòðàíñòâî L0(µ) ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíîé ïîäðåø¼òêîé RΩ. Îòíîøåíèå

ïîðÿäêà è ðåø¼òî÷íûå îïåðàöèè â L0(µ) âû÷èñëÿþòñÿ ïîòî÷å÷íî. Òàêèì

îáðàçîì, äëÿ f, g ∈ L0(µ) ñóùåñòâóþò f ∨ g, f ∧ g, |f |, f+, f− ∈ L0(µ),

âû÷èñëÿåìûå ïî ôîðìóëàì

f 6 g ⇔ f(ω) 6 g(ω), (ω ∈ Ω)

f ∨ g(ω) := f(ω) ∨ g(ω), f ∧ g(ω) := f(ω) ∧ g(ω),

|f |(ω) = |f(ω)|, f+(ω) = f(ω)+, f−(ω) = f(ω)−.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî A ∈ Σ ñèìâîëîì χA áóäåì îáîçíà÷àòü õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ìíîæåñòâà A, îïðåäåëÿåìóþ ïðàâèëîì

χA(ω) =

1, åñëè ω ∈ A

0, åñëè ω ∈ Ac
(ω ∈ Ω).

ßñíî, ÷òî χ∅ = 0, òî åñòü χ∅(ω) = 0(ω) = 0 äëÿ âñåõ ω ∈ Ω.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ôóíêöèÿ ϕ : Ω→ R íàçûâàåòñÿ Σ-ñòóïåí÷àòîé,

åñëè îíà ïðåäñòàâèìà â âèäå

ϕ =
n∑
i=1

αiχAi
,

ãäå α1, . . . , αn ∈ R, A1, . . . , An ∈ Σ ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ è µ(Ai) <∞
äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n, n ∈ N.

Åñëè æå µ(Ai) = ∞ äëÿ íåêîòîðîãî 1 6 i 6 n, òî ôóíêöèÿ ϕ íàçû-

âàåòñÿ Σ-ïðîñòîé. ßñíî, ÷òî âñÿêàÿ Σ-ïðîñòàÿ ôóíêöèÿ ϕ =
∑n

i=1 αiχAi

èçìåðèìà.
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Ãîâîðÿ, ÷òî íåêîòîðîå ñâîéñòâî P âûïîëíÿåòñÿ µ-ïî÷òè âñþäó (µ-

ï.â.), åñëè ìåðà ìíîæåñòâà, íà êîòîðîì ñâîéñòâî P íå âûïîëíÿåòñÿ, ðàâíà

íóëþ.

Ëåììà 1.1. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(1) Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè 0 6 f ∈ L0(µ) ñóùåñòâóåò ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü Σ-ïðîñòûõ ôóíêöèé (fn)∞n=1 òàêàÿ, ÷òî 0 6 fn ↑ f ;
(2) Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè 0 6 f ∈ L0(µ), f > 0 µ-ï.â ñóùåñ-

òâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Σ-ïðîñòûõ ôóíêöèé (fn)∞n=1 òàêàÿ, ÷òî 0 6

fn ↑ f µ-ï.â.
� (1). Ïóñòü 0 6 f ∈ L0(µ). Äëÿ êàæäîãî n ∈ N ïîëîæèì ïî îïðåäå-

ëåíèþ Ain := {ω ∈ Ω : (i − 1)2n 6 f(ω) 6 i2−n} äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n2n.

Òîãäà ìíîæåñòâà Ain èçìåðèìû è Ain ∩ Ajn = ∅ äëÿ âñåõ i 6= j. Ïîëîæèì

ïî îïðåäåëåíèþ

fn :=
n2n∑
i=1

(i− 1)2−nχAi
n

äëÿ âñåõ n ∈ N. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fn)∞n=1 ñîñòîèò èç Σ-ïðîñòûõ

ôóíêöèé è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 0 6 fn(ω) 6 fn+1(ω) 6 f(ω) äëÿ âñåõ

ω ∈ Ω è n ∈ N. Áîëåå òîãî, åñëè çàôèêñèðîâàòü ïðîèçâîëüíûé ω ∈ Ω, òî

0 6 f(ω) − fn(ω) 6 2−n äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ∈ N. Òàêèì îáðàçîì,

0 6 fn(ω) ↑ f(ω) äëÿ âñåõ ω ∈ Ω.

(2). Ïóñòü òåïåðü f > 0 µ-ï.â. è E := {ω ∈ Ω : f(ω) > 0}. Ôóíêöèÿ
χEf âñþäó áîëüøå íóëÿ è â ñèëó (1) íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Σ-

ïðîñòûõ ôóíêöèé òàêàÿ, ÷òî 0 6 fn(ω) ↑ χE(ω)f(ω) äëÿ âñåõ ω ∈ Ω.

Ñëåäîâàòåëüíî, 0 6 fn ↑ f µ-ï.â., òàê êàê µ(Ec) = 0. �

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì St(Σ) ìíîæåñòâî âñåõ Σ-ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé.

Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

Iµ(ϕ) :=

∫
ϕ dµ :=

n∑
i=1

αiµ(Ai) (1)

äëÿ âñåõ ϕ =
∑n

i=1 αiχAi
∈ St(Σ).

Ëåììà 1.2. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(1) Ìíîæåñòâî St(Σ) ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíîé ïîäðåøåòêîé L0(µ);
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(2) Îòîáðàæåíèå Iµ : St(Σ) → R èç ôîðìóëû (1) êîððåêòíî îïðåäå-

ëåíî (ò.å. Iµ(ϕ) íå çàâèñèò îò ïðåäñòàâëåíèÿ ϕ =
∑n

i=1 αiχAi
∈ St(Σ))

è ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì.

� (1). Ïóñòü ϕ =
∑n

i=1 αiχAi
, ψ =

∑m
i=1 βkχBk

∈ St(Σ) è c ∈ R. ßñ-
íî, ÷òî cϕ ∈ St(Σ). Îòìåòèì, ÷òî ϕ + ψ ïðèíèìàåò íå áîëåå ÷åì n + m

íåíóëåâûõ çíà÷åíèé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕ+ψ ïðèíèìàåò íåíóëåâûå çíà-

÷åíèÿ a1, . . . , ap, ãäå p 6 m+ n. Òîãäà Ci := (ϕ+ψ)−1(ai) ∈ Σ ïîïàðíî íå

ïåðåñåêàþòñÿ è µ(Ci) 6 µ(
⋃n
i=1Ai ∪

⋃m
k=1Bk) < ∞ äëÿ âñåõ i = 1, . . . , p.

Òàêèì îáðàçîì, ϕ + ψ =
∑p

i=1 aiχCi
∈ St(Σ) è St(Σ) � âåêòîðíîå ïðî-

ñòðàíñòâî. Áîëåå òîãî, |ϕ| =
∑n

i=1 |αi|χAi
∈ St(Σ). Òàêèì îáðàçîì, St(Σ)

âìåñòå ñ êàæäîé ôóíêöèåé ñîäåðæèò ìîäóëü ýòîé ôóíêöèè. Ñëåäîâà-

òåëüíî, St(Σ) ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíîé ïîäðåøåòêîé L0(µ).

(2) Ïóñòü f ∈ St(Σ) èìååò äâà ïðåäñòàâëåíèÿ ϕ =
∑n

i=1 αiχAi
=∑m

i=1 βkχBk
. Îáîçíà÷èì ÷åðåç E :=

⋃n
i=1Ai ∪

⋃m
k=1Bk, A0 := E \

⋃n
i=1 Ai,

B0 := E \
⋃m
k=1Bk è α0 := β0 := 0. Òîãäà µ(E) < ∞, E =

⋃n
i=0Ai =⋃m

k=0 Bk. Îòìåòèì, ÷òî αiµ(Ai ∩ Bk) = βkµ(Ai ∩ Bk) äëÿ âñåõ i = 0, . . . , n

è k = 0, . . . ,m. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà∫
fdµ =

n∑
i=1

αiµ(Ai) =
n∑
i=0

αiµ(Ai) =

n∑
i=0

m∑
k=0

αiµ(Ai ∩Bk) =
m∑
k=0

n∑
i=0

βkµ(Ai ∩Bk) =

m∑
k=0

βkµ(Bk) =
m∑
k=1

βkµ(Bk).

Òàêèì îáðàçîì,
∫
ϕ dµ íå çàâèñèò îò ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè ϕ.

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèîíàë Iµ : ϕ 7→
∫
ϕ dµ èç St(Σ) â R ëèíååí.

Ïóñòü ϕ =
∑n

i=1 αiχAi
, ψ =

∑m
i=1 βkχBk

. Âîçüìåì ïðåäñòàâëåíèå ϕ + ψ =∑p
r=1 γrχCr ∈ St(Σ) òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü γr 6= 0 äëÿ âñåõ r = 1, . . . , p.

Òîãäà
⋃p
r=1Cr ⊂

⋃n
i=1Ai ∪

⋃m
k=1Bk.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç E :=
⋃n
i=1Ai ∪

⋃m
k=1Bk, A0 := E \

⋃n
i=1Ai, B0 :=

E \
⋃m
k=1 Bk, C0 := E \

⋃p
r=1 Cr, α0 := β0 := γ0 := 0. Òîãäà µ(E) < ∞,
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⋃p
r=0 Cr =

⋃n
i=0Ai =

⋃m
k=0 Bk = E. Îòìåòèì, ÷òî

γrµ(Cr ∩ Ai ∩Bk) = (αi + βk)µ(Cr ∩ Ai ∩Bk)

äëÿ âñåõ r, i, k. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

∫
ϕ+ ψ dµ =

p∑
r=1

γrµ(Cr) =

p∑
r=0

γrµ(Cr) =

p∑
r=0

n∑
i=0

m∑
k=0

γrµ(Cr ∩ Ai ∩Bk) =

p∑
r=0

n∑
i=0

m∑
k=0

(αi + βk)µ(Cr ∩ Ai ∩Bk) =

n∑
i=0

m∑
k=0

p∑
r=0

αiµ(Cr ∩ Ai ∩Bk) +
m∑
k=0

n∑
i=0

p∑
r=0

βkµ(Cr ∩ Ai ∩Bk) =

n∑
i=0

αiµ(Ai) +
m∑
k=0

βkµ(Bk) =
n∑
i=1

αiµ(Ai) +
m∑
k=1

βkµ(Bk) =∫
ϕ dµ+

∫
ψ dµ.

Òàêèì îáðàçîì, Iµ(ϕ+ψ) = Iµ(ϕ)+Iµ(ψ) äëÿ âñåõ ϕ, ψ ∈ St(Σ). Î÷åâèäíî,

÷òî Iµ(αϕ) = αIµ(ϕ) äëÿ âñåõ α ∈ R. �

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ãîâîðÿò, ÷òî íåêîòîðîå ñâîéñòâî P âûïîëíÿåòñÿ

µ-ïî÷òè âñþäó (µ-ï.â.), åñëè ìåðà ìíîæåñòâà, íà êîòîðîì ñâîéñòâî P íå

âûïîëíÿåòñÿ, ðàâíà íóëþ.

Ïðèìåðû:

1. f = g µ-ï.â. îçíà÷àåò, ÷òî µ({ω ∈ Ω : f(ω) 6= g(ω)}) = 0;

2. f > g µ-ï.â. îçíà÷àåò, ÷òî µ({ω ∈ Ω : f(ω) < g(ω)}) = 0;

3. f → f µ-ï.â. îçíà÷àåò, ÷òî µ({ω ∈ Ω : fn(ω) 9 f(ω)}) = 0;

4. fn ↑ f µ-ï.â. îçíà÷àåò, ÷òî fn 6 fn+1 µ-ï.â. äëÿ âñåõ n ∈ N è fn → f

µ-ï.â. (ñëåäîâàòåëüíî, f = supn fn µ-ï.â.)

5. fn ↓ f µ-ï.â. îçíà÷àåò, ÷òî fn > fn+1 µ-ï.â. äëÿ âñåõ n ∈ N è fn → f

µ-ï.â. (ñëåäîâàòåëüíî, f = infn fn µ-ï.â.)

6. 0 6 fn ↑ f µ-ï.â. îçíà÷àåò, ÷òî fn > 0 µ-ï.â., fn 6 fn+1 µ-ï.â. äëÿ

âñåõ n ∈ N è fn → f µ-ï.â. (ñëåäîâàòåëüíî, f = supn fn µ-ï.â.)
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Ëåììà 1.3. Äëÿ Σ-ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé ϕ è ψ ∈ St(Σ) ñïðàâåäëè-

âû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(1) Åñëè ϕ > 0 µ-ï.â., òî Iµ(ϕ) > 0. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ϕ > ψ µ-ï.â.,

òî Iµ(ϕ) > Iµ(ψ) (ìîíîòîííîñòü Iµ).

(2) Åñëè ϕ = 0 µ-ï.â., òî Iµ(ϕ) = 0. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ϕ = ψ µ-ï.â.,

òî Iµ(ϕ) = Iµ(ψ).

(3) Åñëè ϕ > 0 µ-ï.â. è Iµ(ϕ) = 0, òî ϕ = 0 µ-ï.â.

� (1) Ïóñòü ϕ èìååò ïðåäñòàâëåíèå ϕ =
∑n

i=1 αiχAi
è ϕ > 0 µ-ï.â. Åñëè

Iµ(ϕ) =
∑n

i=1 αiµAi < 0, òî αiµ(Ai) < 0 äëÿ íåêîòîðîãî i. Ìû ïîëó÷èëè,

÷òî ϕ íà ìíîæåñòâå Ai ïîëîæèòåëüíîé ìåðû ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíîå

çíà÷åíèå αi, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ϕ = 0 µ-ï.â. Òàêèì îáðàçîì,

Iµ(ϕ) > 0.

Åñëè æå ϕ > ψ µ-ï.â., òî ϕ − ψ > 0 µ-ï.â. è, êàê ïîêàçàíî âûøå,

Iµ(ϕ− ψ) > 0. Ïîëüçóÿñü ëèíåéíîñòüþ Iµ, ïîëó÷èì Iµ(ϕ) > Iµ(ψ).

(2) Ïóñòü ϕ = 0 µ-ï.â. Òîãäà ϕ > 0 µ-ï.â. è ϕ 6 0 µ-ï.â. Â âèäó

ëèíåéíîñòè Iµ è óòâåðæäåíèÿ (1) èìååì Iµ(ϕ) > 0 è −Iµ(ϕ) = Iµ(−ϕ) > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, Iµ(ϕ) = 0.

(3) Ïóñòü ϕ > 0 µ-ï.â. è Iµ(ϕ) = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕ 6= 0 µ-

ï.â. Òîãäà ìíîæåñòâî A := {ω ∈ Ω : ϕ(ω) > 0} èìååò ïîëîæèòåëü-

íóþ ìåðó. Ïîëîæèì ïî An := {ω ∈ Ω : ϕ(ω) > 1/n} äëÿ âñåõ n ∈ N.
Òàê êàê A =

⋃∞
n=1An è µ(A) > 0, òî â ñèëó σ-ñóáàääèòèâíîñòè ìå-

ðû µ íàéäåòñÿ òàêîå k ∈ N, ÷òî µ(Ak) > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, â âèäó

íåðàâåíñòâà ϕ > k−1χAk
è ìîíîòîííîñòè Iµ âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

Iµ(ϕ) > Iµ(k−1χAk
) = k−1µ(Ak) > 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ Iµ(ϕ) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ϕ = 0 µ-ï.â. �

Ëåììà 1.4. (Íåïðåðûâíîñòü Iµ) Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Σ-

ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé (ϕn)∞n=1 ⊂ St(Σ) òàêàÿ, ÷òî ϕn ↓ 0 µ-ï.â. Òîãäà

Iµ(ϕn) ↓ 0. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ϕn ↑ ϕ µ-ï.â., ϕ ∈ St(Σ), òî Iµ(ϕn) ↑ Iµ(ϕ).

� Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî óñëîâèÿ ëåììû âûïîëíåíû âñþäó íà

Ω, ò. å. ϕn(ω) > ϕn+1(ω) è limn→∞ ϕn(ω) = ϕ(ω) äëÿ âñåõ ω ∈ Ω è n ∈ N.
Ïóñòü ε > 0. Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ M := max{ϕ1(ω) : ω ∈ Ω},
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B := {ω ∈ Ω : ϕ1(ω) > 0} è En := {ω ∈ Ω : ϕn(ω) > ε}. Òîãäà En ↓ ∅
è â ñèëó íåïðåðûâíîñòè µ âûïîëíÿåòñÿ µ(En) ↓ 0. Çàôèêñèðóåì íîìåð

k ∈ N òàê, ÷òîáû µ(En) < ε äëÿ âñåõ n > k. Òàê êàê En ⊂ B äëÿ ëþáîãî

n ∈ N, òî ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

0 6 ϕn 6 ϕk = ϕkχB = ϕkχEk
+ ϕkχB\Ek

6MχEk
+ εχB

äëÿ âñåõ n > k. Òîãäà â ñèëó Ëåììû 1.3(1) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

0 6 Iµ(ϕn) 6 Iµ(MχEk
+ εχB) = Mµ(Ek) + εµ(B) 6 ε(M + µ(B))

äëÿ âñåõ n > k. Ñëåäîâàòåëüíî, limn Iµ(ϕn) = 0.

Ïóñòü òåïåðü ϕn ↓ 0 µ-ï.â. Îáîçíà÷èì ÷åðåç E := {ω ∈ Ω : ϕn(ω) ↓ 0}.
Òîãäà χEϕn ↓ 0 è â ñèëó ðàññóæäåíèé âûøå Iµ(χEϕn) ↓ 0. Íî òàê êàê

χEϕn = ϕn µ-ï.â., òî ïî ëåììå 1.3(2) Iµ(χEϕn) = Iµ(ϕn) äëÿ âñåõ n ∈ N.
Ñëåäîâàòåëüíî, Iµ(ϕn) ↓ 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕn ↑ ϕ µ-ï.â. Òîãäà ϕ − ϕn ↓ 0 µ-ï.â. è â ñèëó

äîêàçàííîãî âûøå Iµ(ϕ)−Iµ(ϕn) = Iµ(ϕ−ϕn) ↓ 0. Òàêèì îáðàçîì, Iµ(ϕn) ↑
Iµ(ϕ). �

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ L0(µ) è äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Σ-ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé (ϕn)∞n=1 è (ψn)∞n=1 ⊂ St(Σ) òàêèå, ÷òî ϕn ↑ f
µ-ï.â. è ψn ↑ f µ-ï.â. Òîãäà limn Iµ(ϕn) = limn Iµ(ψn).

� Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé m ∈ N. Òîãäà ϕm ∧ ψn ↑n ϕm ∧ f = ϕm

µ-ï.â. Â ñèëó ëåììû 1.2(1) ϕm ∧ ψn ∈ St(Σ) äëÿ âñåõ n ∈ N. Â âèäó

ïîðÿäêîâîé íåïðåðûâíîñòè è ìîíîòîííîñòè Iµ (ëåììû 1.4 è 1.3(1)) ñïðà-

âåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ Iµ(ϕm) = limn Iµ(ϕm ∧ ψn) 6 limn Iµ(ψn) äëÿ âñåõ

m ∈ N. Ñëåäîâàòåëüíî, limn Iµ(ϕn) 6 limn Iµ(ψn). Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïî-

êàçàòü, ÷òî limn Iµ(ψn) 6 limn Iµ(ϕn). �

Îïðåäåëåíèå 1.5. Ôóíêöèÿ 0 6 f ∈ L0(µ) µ-ï.â. íàçûâàåòñÿ èíòå-

ãðèðóåìîé, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Σ-ñòóïåí÷àòûõ ôóíê-

öèé (ϕn)∞n=1 òàêàÿ, ÷òî 0 6 ϕn ↑n f µ-ï.â. è limn

∫
ϕn dµ = supn

∫
ϕn dµ <

∞. Ïðè ýòîì áóäåì ïîëàãàòü Iµ(f) :=
∫
f dµ := limn

∫
ϕn dµ = supn

∫
ϕn dµ.
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Òàêèì îáðàçîì,

0 6
∫
f dµ := lim

n

∫
ϕn dµ = sup

n

∫
ϕn dµ.

Çàìå÷àíèå 1.1. Èç òåîðåìû 1.1 ñëåäóåò, ÷òî Iµ(f) íå çàâèñèò îò

âûáîðà (ϕn)∞n=1 ∈ St(Σ). Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ôóíêöèÿ f > 0 µ-ï.â. èíòå-

ãðèðóåìà è äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè g ∈ L0(µ) âûïîëíÿåòñÿ g = f µ-ï.â.,

òî g èíòåãðèðóåìà è
∫
g dµ =

∫
f dµ > 0. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè 0 6 ϕn ↑ f

µ-ï.â. è f = g µ-ï.â., òî 0 6 ϕn ↑ g µ-ï.â. è
∫
g dµ = limn

∫
ϕn dµ =

∫
f dµ.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè f = 0 µ-ï.â., òî
∫
f dµ = 0.

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü ôóíêöèè 0 6 f, g ∈ L1(µ) µ-ï.â. è 0 6 α ∈ R.
Òîãäà f + g è αf òàêæå èíòåãðèðóåìû è ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà∫

f + g dµ =

∫
f dµ+

∫
g dµ,

∫
αf dµ = α

∫
f dµ.

�Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Σ-ñòóïåí÷àòûõ

ôóíêöèé (ϕn)∞n=1 è (ψn)∞n=1 òàêèå, ÷òî 0 6 ϕn ↑ f µ-ï.â., 0 6 ψn ↑ g µ-ï.â.
è âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

∫
f dµ = limn

∫
ϕn dµ,

∫
g dµ = limn

∫
ψn dµ.

Òîãäà 0 6 ϕn + ψn ↑ f + g µ-ï.â. è ïî ëåììå 1.2.(1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(ϕn +ψn)∞n=1 ÿâëÿåòñÿ Σ-ñòóïåí÷àòîé. Â ñèëó ëåììû 1.1.(2) Iµ ëèíååí íà

Σ-ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèÿõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà∫
f dµ+

∫
g dµ = lim

n

∫
ϕn dµ+ lim

n

∫
ψn dµ =

lim
n

∫
ϕn + ψn dµ =

∫
f + g dµ.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ αf èíòåãðèðóåìà è ñïðàâåä-

ëèâî ðàâåíñòâî
∫
αf dµ = α

∫
f dµ. �

Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü ôóíêöèè f, g ∈ L0(µ) òàêèå, ÷òî f èíòåãðèðó-

åìà, 0 6 g 6 f µ-ï.â. Òîãäà g èíòåãðèðóåìà è ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

0 6
∫
g dµ 6

∫
f dµ.

� Ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Σ-ñòóïåí÷àòûõ ôóíê-

öèé (ϕn)∞n=1 òàêàÿ, ÷òî 0 6 ϕn ↑ f µ-ï.â.,
∫
f dµ = limn

∫
ϕn dµ. Ïî ëåììå
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1.4 íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Σ-ïðîñòûõ ôóíêöèé (gn)∞n=1 òàêàÿ, ÷òî

0 6 gn ↑ g µ-ï.â. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ϕn ∧ gn)∞n=1 ñîñòîèò èç Σ-

ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé è óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì 0 6 ϕn ∧ gn ↑ g
µ-ï.â. Â ñèëó ìîíîòîííîñòè Iµ èìååì 0 6

∫
ϕn∧gn dµ ↑n6

∫
f dµ. Ñëåäî-

âàòåëüíî, ñóùåñòâóåò limn

∫
ϕn∧gn dµ 6

∫
f dµ. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ

g èíòåãðèðóåìà, 0 6
∫
g dµ = limn

∫
ϕn ∧ gn dµ 6

∫
f dµ. �

Îïðåäåëåíèå 1.6. Ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ f ∈ L0(µ) íàçûâàåòñÿ

èíòåãðèðóåìîé, åñëè èíòåãðèðóåìû ôóíêöèè f+ := f ∨ 0 è f− := f ∧ 0.

Ïðè ýòîì áóäåì ïîëàãàòü

Iµ(f) :=

∫
f dµ :=

∫
f+ dµ−

∫
f− dµ. (2)

Ñèìâîëîì L1(µ) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ èíòåãðèðóåìûõ

ôóíêöèé. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ôóíêöèîíàë Iµ : f 7→
∫
f dµ

èç L1(µ) â R.

Òåîðåìà 1.4. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(1) Åñëè ôóíêöèè f ∈ L1(µ) è g ∈ L0(µ) òàêèå, ÷òî |g| 6 |f | µ-ï.â.,
òî g ∈ L1(µ);

(2) Ìíîæåñòâî L1(µ) ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäêîâûì èäåàëîì â L0(µ);

(3) Îòîáðàæåíèå Iµ : f 7→
∫
f dµ èç L1(µ) â R ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì

ôóíêöèîíàëîì.

(4) Åñëè f ∈ L1(µ) è g ∈ L0(µ) òàêèå, ÷òî f = g µ-ï.â., òî g ∈ L1(µ)

è Iµ(f) = Iµ(g);

(5) Åñëè f, g ∈ L1(µ) è f > g µ-ï.â., òî Iµ(f) > Iµ(g) (ìîíîòîííîñòü

Iµ);

(6) Äëÿ ôóíêöèè g ∈ L1(µ) âûïîëíÿåòñÿ Iµ(|g|) = 0, òîãäà è òîëüêî

òîãäà g = 0 µ-ï.â.

� (1) Îòìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî ôóíêöèÿ f ∈ L0(µ) èíòåãðèðóåìà òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà |f | èíòåãðèðóåìà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè f ∈ L1(µ),

òî ïî îïðåäåëåíèþ f+, f− ∈ L1(µ). Òîãäà ïî òåîðåìå 1.2 èíòåãðèðóåìà

èõ ñóììà |f | = f+ + f− ∈ L1(µ). Îáðàòíî, ïóñòü |f | ∈ L1(µ). Òîãäà
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â âèäó íåðàâåíñòâ 0 6 f+, f− 6 |f | è òåîðåìû 1.3 f+ è f− ∈ L1(µ).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ 1.6 f ∈ L1(µ).

Ïóñòü f ∈ L1(µ) è g ∈ L0(µ) òàêèå, ÷òî |g| 6 |f | µ-ï.â. Òîãäà èíòåãðè-
ðóåìîñòü |g| ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.3. Ñëåäîâàòåëüíî, g ∈ L1(µ).

(2) Ïóñòü f, g ∈ L1(µ) è α ∈ R. Ïî òåîðåìå 1.2 |f | + |g| ∈ L1(µ) è

|α||f | ∈ L1(µ). Òàê êàê |f + g| 6 |f |+ |g| è |αf | 6 |α||f |, òî â âèäó óòâåð-
æäåíèÿ (1) f+g ∈ L1(µ) è αf ∈ L1(µ). Òàêèì îáðàçîì, L1(µ) �âåêòîðíîå

ïðîñòðàíñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå óòâåðæäåíèþ (1), ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿ-

åòñÿ ïîðÿäêîâûì èäåàëîì â L0(µ).

(3) Èç óòâåðæäåíèé (1) è (2) ñëåäóåò, ÷òî L1(µ) ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíîé

ðåø¼òêîé (äàæå èäåàëîì â L0(µ)). Â ñèëó òåîðåìû 1.2 ôóíêöèîíàë Iµ

àääèòèâåí è ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäåí íà ïîëîæèòåëüíûõ ôóíêöèÿõ èç

L1(µ). Êðîìå òîãî, â âèäó òåîðåìû 1.3 Iµ(f) > 0 äëÿ âñåõ f > 0 µ-ï.â.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Êàíòîðîâè÷à [1, Òåîðåìà 1.10] ôóíêöèîíàë

Iµ åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ íà L1(µ) ïî ôîðìóëå (2).

(4) Ïóñòü f ∈ L1(µ) è g ∈ L0(µ) òàêèå, ÷òî f = g µ-ï.â. Òîãäà f+ = g+

µ-ï.â. è f− = g− µ-ï.â. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 1.1 Iµ(f+) = Iµ(g+), Iµ(f−) =

Iµ(g−). Ñëåäîâàòåëüíî, g ∈ L1(µ) è Iµ(f) = Iµ(g).

(5) Ïóñòü f, g ∈ L1(µ), f > g µ-ï.â. Òîãäà f−g > 0 µ-ï.â. Â ñèëó óòâåð-

æäåíèÿ (3) è òåîðåìû 1.3 Iµ(f) − Iµ(g) = Iµ(f − g) > 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

Iµ(f) > Iµ(g).

(6) Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè g ∈ L0(µ) âûïîëíÿåòñÿ Iµ(|g|) = 0.

Òîãäà â âèäó íåðàâåíñòâ 0 6 g+, g− 6 |g| è óòâåðæäåíèÿ (5) Iµ(g+) =

Iµ(g−) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 1.5 è ëåììû 1.3(3) g+ =

g− = 0 µ-ï.â. Òàêèì îáðàçîì, g = g+ − g− = 0 µ-ï.â.

Îáðàòíî. Ïóñòü g = 0 µ-ï.â. Òîãäà â ñèëó çàìå÷àíèÿ 1.1 Iµ(g) = 0. �

Ëåììà 1.5. Ïóñòü f ∈ L0(µ) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåãðèðóåìûõ

ôóíêöèé (fn)∞n=1 ⊂ L1(µ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 0 6 fn ↑n f µ-ï.â.,

limn

∫
fn dµ <∞. Òîãäà f ∈ L1(µ), f > 0 µ-ï.â. è

∫
f dµ = limn

∫
fn dµ.

� Äëÿ êàæäîãî i ∈ N âîçüì¼ì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Σ-ñòóïåí÷àòûõ

ôóíêöèé (ϕin)∞n=1 ⊂ St(Σ), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì 0 6 ϕin ↑n fi µ-
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ï.â. è limn

∫
ϕin dµ =

∫
fi dµ. Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ ψn :=

∨n
i=1 φ

i
n äëÿ

âñåõ n ∈ N. Òîãäà 0 6 ψn ↑n f µ-ï.â. è â ñèëó òåîðåìû 1.4(5) âûïîëíÿþòñÿ

ñîîòíîøåíèÿ limn

∫
ψn dµ 6 limn

∫
fn dµ <∞. Òàêèì îáðàçîì, f ∈ L1(µ),

f > 0 µ-ï.â. è ïî îïðåäåëåíèþ
∫
f dµ = limn

∫
ψn dµ.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî i ∈ N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ϕin 6 ψn

äëÿ âñåõ n > i. Òîãäà â ñèëó òåîðåìû 1.4(5) ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ∫
fi dµ = limn

∫
ϕin dµ 6 limn

∫
ψn dµ äëÿ âñåõ i ∈ N. Ñëåäîâàòåëüíî,

limi

∫
fi dµ 6 limn

∫
ψn dµ. Òàê êàê âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî

∫
f dµ =

limn

∫
ψn dµ 6 limn

∫
fn dµ, ïîëó÷èì

∫
f dµ = limn

∫
fn dµ. �

Òåîðåìà 1.5. (Íåïðåðûâíîñòü Iµ) Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èí-

òåãðèðóåìûõ ôóíêöèé (fn)∞n=1 ⊂ L1(µ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ fn ↓n 0

µ-ï.â. Òîãäà limn

∫
fn dµ = 0 ( ñëåäîâàòåëüíî,

∫
fn dµ ↓n 0).

� Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ gn := f1− fn äëÿ âñåõ n ∈ N. Òîãäà gn ↑n
f1 µ-ï.â. Â ñèëó ëåììû 1.5 è ëèíåéíîñòè Iµ (òåîðåìà 1.4(3)) âûïîëíÿþòñÿ

ñîîòíîøåíèÿ
∫
f1 dµ = limn

∫
f1 − fn dµ =

∫
f1 dµ − limn

∫
fn dµ. Òàêèì

îáðàçîì, limn

∫
fn dµ = 0. �

Ëåììà 1.6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî χA ∈ L1(µ) äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæå-

ñòâà A ∈ Σ. Òîãäà
∫
χA dµ = µ(A) (ñëåäîâàòåëüíî, µ(A) <∞).

� Ïóñòü χA ∈ L1(µ). Âîçüì¼ì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ϕn)∞n=1 ⊂ St(Σ)

òàêóþ, ÷òî 0 6 ϕn ↑n χA µ-ï.â. Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ E := {ω ∈
Ω : 0 6 ϕn(ω) ↑n χA(ω)} è An := {ω ∈ E : ϕn(ω) > 0} äëÿ âñåõ n ∈ N.
Òîãäà An ⊂ An+1 äëÿ âñåõ n ∈ N è A =

⋃
nAn. ßñíî, ÷òî χAn ∈ St(Σ) äëÿ

âñåõ n ∈ N è âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ 0 6 χAn(ω) ↑n χA(ω) äëÿ âñåõ

ω ∈ E. Ñëåäîâàòåëüíî, 0 6 χAn ↑n χA µ-ï.â. è â âèäó íåïðåðûâíîñòè µ

ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà
∫
χA dµ = limn

∫
χAn dµ = limn µ(An) = µ(A).�

Òåîðåìà 1.6. (Íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà) Ïóñòü f ∈ L1(µ), f > 0

µ-ï.â. è 0 < α ∈ R. Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

µ({ω ∈ Ω : f(ω) > α}) 6 1

α

∫
f dµ.

� Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ A := {ω ∈ Ω : f(ω) > α}. Òîãäà â ñèëó
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òåîðåì 1.4 âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ
∫
f dµ =

∫
χAf dµ +

∫
χAcf dµ >∫

χAf dµ >
∫
χAα dµ. Òàê êàê αχA 6 f , òî â âèäó ëåììû 1.6

∫
χAα dµ =

αµ(A). Òàêèì îáðàçîì,
∫
f dµ > αµ(A). �

Òåîðåìà 1.7. (Ëåâè) Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fn)∞n=1 ⊂ L1(µ)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì fn 6 fn+1 µ-ï.â. äëÿ âñåõ n ∈ N, limn

∫
fn dµ <

∞. Òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f ∈ L1(µ) òàêàÿ, ÷òî fn ↑n f µ-ï.â. è∫
f dµ = limn

∫
fn dµ (ñëåäîâàòåëüíî,

∫
fn dµ ↑n

∫
f dµ).

� Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî 0 6 fn 6 fn+1 äëÿ

âñåõ n ∈ N. Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ f(ω) := limn fn(ω) äëÿ âñåõ ω ∈ Ω

è M := limn

∫
fn dµ <∞. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: A := {ω ∈ Ω : f(ω) =∞},

Ain := {ω ∈ Ω : fn(ω) > i} äëÿ âñåõ i, n ∈ N. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

A =
∞⋂
i=1

∞⋃
n=1

Ain, Ain ⊂ Ain+1

äëÿ âñåõ i, n ∈ N. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ìîíîòîííîñòè, íåïðåðûâíîñòè

µ è íåðàâåíñòâà ×åáûø¼âà áóäåì èìåòü

µ(A) 6 µ
( ∞⋃
n=1

Ain

)
= lim

n
µ(Ain) 6 lim

n

1

i

∫
fn dµ 6

M

i

äëÿ âñåõ i ∈ N. Òàêèì îáðàçîì, µ(A) = 0 è f ∈ L0(µ). È òàê, ìû ïîëó-

÷èëè, ÷òî 0 6 fn ↑n f , f ∈ L0(µ) è limn

∫
fn dµ < ∞. Â ñèëó ëåììû 1.5

f ∈ L1(µ) è
∫
f dµ = limn

∫
fn dµ. �

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé (fn)∞n=1

ìîæíî îïðåäåëèòü lim inf fn := limn infm>n fm = supn infm>n fm (òàê êàê

infm>n fm ↑n). Àíàëîãè÷íî, lim sup fn := limn supm>n fm = infn supm>n fm

(òàê êàê supm>n fm ↓n). Åñëè lim inf fn = lim sup fn, òî ñóùåñòâóåò limn fn

è limn fn = lim inf fn = lim sup fn.

Òåîðåìà 1.8. (Ëåììà Ôàòó) Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåãðè-

ðóåìûõ ôóíêöèé (fn)∞n=1 ⊂ L1(µ) òàêàÿ, ÷òî fn > 0 µ-ï.â. äëÿ âñåõ

n ∈ N è lim inf
∫
fn dµ <∞ (≡ supm infn>m

∫
fn dµ <∞). Òîãäà ôóíêöèÿ

lim inf fn ∈ L1(µ) è
∫

lim inf fn dµ 6 lim inf
∫
fn dµ.
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� Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî fn > 0 äëÿ âñåõ n ∈
N. Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ gn(ω) := infm>n fm(ω) äëÿ âñåõ ω ∈ Ω è n ∈
N. Òîãäà gn ∈ L0(µ), 0 6 gn 6 fm äëÿ âñåõ m > n (m,n ∈ N) è 0 6 gn ↑n
lim inf fn ∈ L0(µ). Ïî òåîðåìå 1.4 è gn ∈ L1(µ) è

∫
gn dµ 6 infm>n

∫
fm dµ

äëÿ âñåõ n ∈ N. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå, ïîëó÷èì

limn

∫
gn dµ 6 lim inf

∫
fn dµ < ∞. Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó ëåììû 1.4

lim inf fn ∈ L1(µ) è
∫

lim inf fn dµ 6 lim inf
∫
fn dµ.�

Òåîðåìà 1.9. (Ëåáåãà î ìàæîðèðîâàííîé ñõîäèìîñòè) Ïóñòü

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fn)∞n=1 ⊂ L1(µ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì |fn| 6 g

µ-ï.â. è g ∈ L1(µ) äëÿ âñåõ n ∈ N. Åñëè fn → f µ-ï.â., òî f ∈ L1(µ) è

âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà limn

∫
fn dµ =

∫
limn fn dµ =

∫
f dµ.

� ßñíî, ÷òî |f | 6 g µ-ï.â. è èíòåãðèðóåìîñòü f ñëåäóåò èç òåîðåìû

1.4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (g− fn)∞n=1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿ ëåììû Ôàòó,

òàê êàê 0 6 g − fn 6 2g µ-ï.â. è lim inf
∫
g − fn dµ 6 2

∫
g dµ <∞. Áîëåå

òîãî, lim inf(g − fn) = g − f µ-ï.â. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ëåììû Ôàòó è

ëèíåéíîñòè Iµ ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ∫
g dµ−

∫
f dµ =

∫
g − f dµ =

∫
lim inf(g − fn) dµ 6 lim inf

∫
g − fn dµ =

lim inf
(∫

g dµ−
∫
fn dµ

)
=

∫
g dµ− lim sup

∫
fn dµ.

Òàêèì îáðàçîì, lim sup
∫
fn dµ 6

∫
f dµ.

Ïðèìåíÿÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (g+fn)∞n=1

è ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ lim inf(g+fn) = g+f µ-ï.â. è lim inf
∫
g+fn dµ 6

2
∫
g dµ <∞, ïîëó÷èì∫
g dµ+

∫
f dµ =

∫
g + f dµ =

∫
lim inf(g + fn) dµ 6 lim inf

∫
g + fn dµ =

lim inf
(∫

g dµ+

∫
fn dµ

)
=

∫
g dµ+ lim inf

∫
fn dµ.

Ñëåäîâàòåëüíî,
∫
f dµ 6 lim inf

∫
fn dµ. Òàêèì îáðàçîì, lim sup

∫
fn dµ 6∫

f dµ 6 lim inf
∫
fn dµ. Íî òàê êàê lim inf

∫
fn dµ 6 lim sup

∫
fn dµ, ïîëó-

÷èì
∫
f dµ = lim sup

∫
fn dµ = lim inf

∫
fn dµ. Ñëåäîâàòåëüíî, limn

∫
fn dµ =∫

f dµ. �
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Çàìå÷àíèå 1.2. Ââåä¼ì â ïðîñòðàíñòâå L0(µ) îòíîøåíèå ýêâèâà-

ëåíòíîñòè: f ∼ g ïî îïðåäåëåíèþ îçíà÷àåò f = g µ-ï.â. Ïðîñòðàíñòâî

êëàññîâ ýêâèâàëåíòíûõ ôóíêöèé îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì L0(µ) := L0/ ∼.
Â ïðîñòðàíñòâå L0(µ) ââîäÿò àëãåáðàè÷åñêèå è ðåøåòî÷íîå îïåðàöèè ñëå-

äóþùèì îáðàçîì: f̃+g̃ := f̃ + g, λf̃ := λ̃f , f̃∨g̃ := f̃ ∨ g, f̃∧g̃ := f̃ ∧ g äëÿ
âñåõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè f̃ , g̃ ∈ L0(µ) è ÷èñåë λ ∈ R. Îòíîñèòåëüíî
ââåä¼ííûõ îïåðàöèé L0(µ) ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíîé ðåø¼òêîé, à ïðîñòðàíñòâî

êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé L1(µ) := L1(µ)/ ∼ ÿâ-

ëÿåòñÿ èäåàëîì â L0(µ) è, ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðíîé ïîäðåøåòêîé. Òàê

êàê èíòåãðàëû îò ýêâèâàëåíòíûõ ôóíêöèé ñîâïàäàþò, òî ìîæíî îïðåäå-

ëèòü èíòåãðàë íà L1(µ) ñëåäóþùèì îáðàçîì:
∫
f̃ dµ :=

∫
f dµ äëÿ âñåõ

f̃ ∈ L1(µ). Ïðè ýòîì
∫
|f̃ | dµ = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà |f̃ | = 0.

Çàìå÷àíèå 1.3. Ââèäó òîãî, ÷òî èíòåãðàë íå çàâèñèò îò çíà÷åíèé,

ïðèíèìàåìûõ ôóíêöèåé íà ìíîæåñòâå íóëåâîé ìåðû, ìîæíî ðàññìàòðè-

âàòü ôóíêöèè, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ +∞ è −∞ íà ìíîæåñòâàõ ìåðû

íóëü. Ïðè ýòîì ñâîéñòâà èíòåãðàëà íà L1(µ) ñîõðàíÿòüñÿ, à ñîñòàâ ýëå-

ìåíòîâ L1(µ) íå èçìåíÿòñÿ.

Ëèòåðàòóðà

1. Aliprantis C. D., and Burkinshaw O. Positive Operators, Springer, 1985, 376 p.
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3. Kusraev, A.G. Dominated Operators, Springer, 2000, 446 p.

4. Meyer-Nieberg P. Banach Lattices, Berlin etc.: Springer, 1991, 395 p.
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Ëåêöèÿ �2. Òåîðåìà Ðèññà�Ìàðêîâà.

Â äàííîé ëåêöèè ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ïîäõîä ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðå-

ìû Ðèññà�Ìàðêîâà, îñíîâàííûé íà òåîðèè âåêòîðíûõ ðåø¼òîê. Ïðåäëà-

ãàåìîå äîêàçàòåëüñòâî ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå ïðîñòûì è ëîêàíè÷íûì.

Óïîðÿäî÷åííûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì R íàçûâàþò

ïàðó E := (E,6), ãäå E � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, 6 � îòíîøåíèå ïî-

ðÿäêà, óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(1) åñëè x > y, òî x+ z > y + z äëÿ âñåõ x, y, z ∈ E;
(2) åñëè x > y, òî αx > αy äëÿ âñåõ 0 6 α ∈ R, x, y ∈ E.
Âåêòîðíîé ðåø¼òêîé íàçûâàþò óïîðÿäî÷åííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàí-

ñòâî E, â êîòîðîì äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x, y ∈ E ñóùåñòâóþò x ∨ y :=

sup{x, y} è x ∧ y := inf{x, y}.
Ïóñòü E � âåêòîðíàÿ ðåø¼òêà è x ∈ E. Òîãäà â E ñóùåñòâóþò ñëåäó-

þùèå ýëåìåíòû: |x| := x ∨ (−x), x+ := x ∨ 0, x− := (−x)+ = −(x ∧ 0).

Ïðèìåðû âåêòîðíûõ ðåøåòîê:

(a) R � ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Äëÿ âñåõ α, β ∈ R
α ∨ β = max{α, β}, α ∧ β = min{α, β}, α+ := α ∨ 0 = max{α, 0},
α− := −(α ∧ 0) = −min{α, 0}, |α| := α ∨ (−α).

(b) RΩ � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé f : Ω→ R (Ω 6= 0). Äëÿ f, g ∈ RΩ

f 6 g ⇔ f(ω) 6 g(ω), (ω ∈ Ω)

f ∨ g(ω) := f(ω) ∨ g(ω), f ∧ g(ω) := f(ω) ∧ g(ω).

Â ÷àñòíîñòè, |f |(ω) = |f(ω)|, f+(ω) = f(ω)+, f−(ω) = f(ω)−.

Ïîðÿäêîâûì èäåàëîì â âåêòîðíîé ðåø¼òêå E íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî E0 â E òàêîå, ÷òî åñëè x ∈ E è z ∈ E0 óäîâëåòâîðÿþò

íåðàâåíñòâó |x| 6 |z|, òî x ∈ E0. Âñÿêèé ïîðÿäêîâûé èäåàë ÿâëÿåòñÿ

âåêòîðíîé ïîäðåø¼òêîé.

Ïðèìåðû ïîðÿäêîâûõ èäåàëîâ:

(a) l0 = RN. Ïðîñòðàíñòâî lp àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòåé ñ p-îé ñòåïåíüþ ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäêîâûì èäåàëîì â l0 (1 6 p 6∞).

2



(b) E := L0(Ω,Σ, µ) ⊂ RΩ. Ïðîñòðàíñòâî Lp(µ) èíòåãðèðóåìûõ ñ p-îé

ñòåïåíüþ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäêîâûì èäåàëîì â E (1 6 p 6 ∞).

Â ÷àñòíîñòè, ïðîñòðàíñòâî L∞(µ) èçìåðèìûõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé

ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäêîâûì èäåàëîì â E.

Ïóñòü (Ω,Σ, µ) � èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé (ò.å. Ω � íåïóñòîå

ìíîæåñòâî, Σ � σ-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Ω, µ : Σ → R �

ìåðà), E � âåêòîðíàÿ ïîäðåøåòêà â RΩ.

Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn)∞n=1 ⊂ E è ôóíêöèè x ∈ E çàïèñü 0 6

xn ↑ x áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî 0 6 xn(ω) 6 xn+1(ω) è supn xn(ω) = x(ω)

äëÿ âñåõ n ∈ N è ω ∈ Ω. Àíàëîãè÷íî, çàïèñü xn ↓ 0 áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî

xn(ω) > xn+1(ω) è infn xn(ω) = 0 äëÿ âñåõ n ∈ N è ω ∈ Ω.

Ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë T : E → R íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, åñëè

Tx > 0 äëÿ âñåõ 0 6 x ∈ E.
Ïîëîæèòåëüíûé ôóíêöèîíàë T : E → R íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîâî σ-

íåïðåðûâíûì, åñëè äëÿ âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn)∞n=1 ⊂ E è x ∈
E òàêèõ, ÷òî 0 6 xn ↑ x, ñëåäóåò 0 6 Txn ↑ Tx (èëè, ýêâèâàëåíòíî,

ñîîòíîøåíèå xn ↓ 0 âëå÷¼ò Txn ↓ 0).

Ïðèìåð. Ïóñòü E := L1(Ω,Σ, µ) � ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ èíòåãðè-

ðóåìûõ ôóíêöèé, T : f 7→
∫
f dµ äëÿ âñåõ f ∈ E. Òîãäà T : E → R �

ëèíåéíûé ïîëîæèòåëüíûé ïîðÿäêîâî σ-íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë.

Âñþäó äàëåå X � êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàí-

ñòâî (≡ êîìïàêò), C(X) � âåêòîðíàÿ ðåø¼òêà âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíê-

öèé f : X → R.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðîé íà ìíîæåñòâå X íàçûâà-

åòñÿ íàèìåíüøàÿ σ-àëãåáðà ΣBor, ñîäåðæàùàÿ âñå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà

â X. Ýëåìåíòû èç ΣBor áóäåì íàçûâàþò áîðåëåâñêèìè ìíîæåñòâàìè.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Áýðîâñêîé σ-àëãåáðîé íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåò-

ñÿ íàèìåíüøàÿ σ-àëãåáðà ΣBa, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé âñå ôóíêöèè èç

C(X) èçìåðèìû. Ýëåìåíòû èç ΣBa íàçûâàþò áýðîâñêèìè ìíîæåñòâàìè.

Èçâåñòíî, ÷òî áýðîâñêàÿ σ-àëãåáðà ΣBa ñîâïàäàåò ñ íàèìåíüøåé σ-

àëãåáðîé, ñîäåðæàùåé âñå çàìêíóòûå Gδ-ìíîæåñòâà [3, Ïðåäëîæåíèå 21].
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Íàïîìíèì, ÷òî ïîäìíîæåñòâî A ⊂ X íàçûâàåòñÿ Gδ-ìíîæåñòâîì, åñ-

ëè íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Gn)∞n=1 îòêðûòûõ ìíîæåñòâ òàêàÿ, ÷òî

A =
⋂∞
n=1Gn.

ßñíî, ÷òî ΣBa ⊂ ΣBor. Â òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ñî ñ÷åòíîé

áàçîé ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ΣBa = ΣBor. Â ÷àñòíîñòè, â êîìïàêòíûõ

ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ, à òàêæå â Rn âåðíî ΣBa = ΣBor ([3, Òåîðåìà

20], [2, �50, Òåîðåìà E]).

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ïóñòü Σ � íåêîòîðàÿ σ-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ

êîìïàêòà X. Ìåðà µ : Σ → R íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè äëÿ âñåõ

A ∈ Σ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

µ(A) = sup{µ(K) : K ∈ Σ, K çàìêíóòî, K ⊂ A}.

Åñëè Σ = ΣBor, òî ðåãóëÿðíóþ ìåðó µ : ΣBor → R íàçûâàþò ðåãóëÿð-

íîé áîðåëåâñêîé ìåðîé.

Åñëè Σ = ΣBa, òî ðåãóëÿðíóþ ìåðó µ : ΣBa → R íàçûâàþò ðåãóëÿðíîé

áýðîâñêîé ìåðîé.

Ëåììà 2.1 [3, �21.6, Ïðåäëîæåíèå 22]. Ïóñòü X � êîìïàêò, ΣBa �

áýðîâñêàÿ σ-àëãåáðà, µ : ΣBa → R � ìåðà. Òîãäà µ ðåãóëÿðíàÿ áýðîâñêàÿ

ìåðà.

Ëåììà 2.2 [2, �54, Òåîðåìà D]. Ïóñòü X � êîìïàêò, ΣBa � áýðîâ-

ñêàÿ σ-àëãåáðà, µ : ΣBa → R � ìåðà. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ

ðåãóëÿðíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà µ̃ : ΣBor → R òàêàÿ, ÷òî µ̃(A) = µ(A) äëÿ

âñåõ A ∈ ΣBa.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ôóíêöèÿ f : X → R íàçûâàåòñÿ áýðîâñêîé, åñëè

f−1(B) ∈ ΣBa äëÿ âñÿêîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà B ⊂ R (èëè, ýêâèâà-

ëåíòíî, {x ∈ X : f(x) < c} ∈ ΣBa äëÿ ëþáîãî c ∈ R).

Ñèìâîëîì Ba(X) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ áýðîâñêèõ ôóíê-

öèé íà X, à ÷åðåç B(X) � ìíîæåñòâî âñåõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé èç

Ba(X). ßñíî, ÷òî C(X) ⊂ B(X) ⊂ Ba(X).

Òåîðåìà 2.1. [1, Òåîðåìà 2.1] Ïóñòü X � êîìïàêò, B(X) � ïðî-

ñòðàíñòâî âñåõ îãðàíè÷åííûõ áýðîâñêèõ ôóíêöèé íà X, φ : C(X)→ R �
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ëèíåéíûé ïîëîæèòåëüíûé ôóíêöèîíàë. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-

íûé ëèíåéíûé ïîëîæèòåëüíûé ïîðÿäêîâî σ-íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë

φ̃ : B(X)→ R òàêîé, ÷òî φ̃(f) = φ(f) äëÿ âñåõ f ∈ C(X).

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü X � êîìïàêò è T : C(X)→ R � ëèíåéíûé ïî-

ëîæèòåëüíûé ôóíêöèîíàë. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ðåãóëÿð-

íàÿ áýðîâñêàÿ ìåðà µ : ΣBa → R òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ f ∈ C(X) ñïðàâåä-

ëèâî ïðåäñòàâëåíèå

T (f) =

∫
f dµ. (1)

� Ïî òåîðåìå 2.1 ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé ïîëîæèòåëüíûé ïîðÿäêîâî

σ-íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë T̃ : B(X) → R òàêîé, ÷òî T̃ (f) = T (f) äëÿ

âñåõ f ∈ C(X). Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

µ(A) := T̃ (χA)

äëÿ âñåõ A ∈ ΣBa. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ µ : ΣBa → R ÿâëÿåòñÿ ìåðîé.

Äåéñòâèòåëüíî, µ(∅) = T̃ (χ∅) = T̃ (0) = 0. Ïóñòü (An)∞n=1 ⊂ ΣBa òàêàÿ,

÷òî Ai∩Aj = ∅ äëÿ âñåõ i 6= j. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A :=
⋃∞
n=1 An è îòìåòèì,

÷òî 0 6
∑k

n=1 χAn = χ⋃k
n=1 An

↑k χA. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ëèíåéíîñòè,

ïîëîæèòåëüíîñòè è ïîðÿäêîâî σ-íåïðåðûâíîñòè T̃ âûïîëíÿþòñÿ ðàâåí-

ñòâà
∞∑
n=1

µ(An) = sup
k∈N

k∑
n=1

µ(An) = sup
k∈N

k∑
n=1

T̃ (χAn) =

sup
k∈N

T̃
( k∑
n=1

χAn

)
= sup

k∈N
T̃ (χ⋃k

n=1 An
) = T̃ (χA) = µ(A).

Òàêèì îáðàçîì, µ � ìåðà. ßñíî, ÷òî µ(X) = T̃ (χX) <∞.

Óñòàíîâèì ñïðàâåäëèâîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ

T̃ (g) =

∫
g dµ

äëÿ âñåõ g ∈ B(X). Â âèäó ðàâåíñòâà g = g+−g−, äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòü-
ñÿ ïîëîæèòåëüíûìè ôóíêöèÿìè g ∈ B(X). Ïóñòü 0 6 g ∈ B(X). Ñóùå-

ñòâóåò ÷èñëî C > 0 òàêîå, ÷òî g 6 CχX . Òàê êàê ôóíêöèÿ CχX ∈ B(X)
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èíòåãðèðóåìà, òî ïî òåîðåìå 1.3 (ëåêöèÿ �1) g òàêæå èíòåãðèðóåìà. Ñëå-

äîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ 1.5 (ëåêöèÿ �1) ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ΣBa-ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé (ϕn)∞n=1 òàêàÿ, ÷òî 0 6 ϕn ↑n g µ-ï.â.
è
∫
g dµ = supn

∫
ϕn dµ. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

0 6 ϕn ↑n g. Êàæäàÿ ôóíêöèÿ ϕn èìååò âèä ϕn =
∑k(n)

i=1 αiχAi
, ãäå αi ∈ R,

Ai ∈ ΣBa, Ai ∩ Aj = ∅ äëÿ âñåõ i 6= j, i, j = 1, . . . , k(n), n ∈ N. Äëÿ âñåõ

n ∈ N âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà∫
ϕn dµ =

k(n)∑
i=1

αiµ(Ai) =

k(n)∑
i=1

αiT̃ (χAi
) = T̃

( k(n)∑
i=1

αiχAi

)
= T̃ (ϕn).

Ñëåäîâàòåëüíî, â âèäó ïîðÿäêîâî σ-íåïðåðûâíîñòè T̃ ñïðàâåäëèâû ðà-

âåíñòâà ∫
g dµ = sup

n∈N

∫
ϕn dµ = sup

n∈N
T̃ (ϕn) = T̃ (g).

Òàêèì îáðàçîì, T̃ (g) =
∫
g dµ äëÿ âñåõ 0 6 g ∈ B(X) è, òåì ñàìûì,

ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå (1).

Ïîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ìåðû µ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðå-

ãóëÿðíàÿ áýðîâñêàÿ ìåðà λ : ΣBa → R òàêàÿ, ÷òî T (f) =
∫
f dλ äëÿ âñåõ

f ∈ C(X). Òàê êàê λ(X) < ∞, òî âñå ôóíêöèè èç B(X) èíòåãðèðóåìû

ïî ìåðå λ. Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

Tλ(g) :=

∫
g dλ

äëÿ âñåõ g ∈ B(X). Òîãäà â ñèëó òåîðåì 1.4 è 1.5 (ëåêöèÿ �1) ôóíêöèîíàë

Tλ : B(X) → R ëèíååí, ïîëîæèòåëåí è ïîðÿäêîâî σ-íåïðåðûâåí. Êðîìå

òîãî, Tλ(f) = T (f) äëÿ âñåõ f ∈ C(X). Òîãäà â ñèëó åäèíñòâåííîñòè T̃

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî T̃ (g) = Tλ(g) äëÿ âñåõ g ∈ B(X). Ñëåäîâàòåëüíî,

λ(A) =
∫
χA dλ = Tλ(χA) = T̃ (χA) = µ(A) äëÿ âñåõ A ∈ ΣBa. Òàêèì

îáðàçîì, µ = λ. Ðåãóëÿðíîñòü ìåðû µ ñëåäóåò èç ëåììû 2.1. �

Ñëåäñòâèå 2.1 (òåîðåìà Ðèññà-Ìàðêîâà). Ïóñòü X � êîìïàêò,

F : C(X) → R � ëèíåéíûé ïîëîæèòåëüíûé ôóíêöèîíàë. Òîãäà ñóùå-

ñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ðåãóëÿðíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà µ : ΣBor → R òàêàÿ,

6



÷òî äëÿ âñåõ f ∈ C(X) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

F (f) =

∫
f dµ.

� Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.2 è ëåìì 2.1 è 2.2. �
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Ëåêöèÿ �3. Èíòåãðàë Ëåáåãà ïî âåêòîðíîé ìåðå

ñî çíà÷åíèÿìè â ñèãìà-ïîëíîé âåêòîðíîé ðåø¼òêå.

Â äàííîé ëåêöèè ïðåäëàãàåòñÿ êîíñòðóêöèÿ èíòåãðàëà Ëåáåãà ïî âåê-

òîðíîé ìåðå ñî çíà÷åíèÿìè â ïîðÿäêîâî σ-ïîëíîé âåêòîðíîé ðåø¼òêå.

Ñõåìàòè÷åñêè äàííàÿ êîíñòðóêöèÿ áûëà ïðåäëîæåíà â ðàáîòå Ðàéòà [4],

ïîëíîå îáîñíîâàíèå êîòîðîé îáåñïå÷èâàåòñÿ äîñëîâíûì âîñïðîèçâåäåíè-

åì êîíñòðóêöèè èíòåãðàëà Ëåáåãà ïî ñêàëÿðíîé ìåðå, ðàññìîòðåííîé â

ëåêöèè �1.

Óïîðÿäî÷åííûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì R íàçûâàþò

ïàðó E := (E,6), ãäå E � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, 6 � îòíîøåíèå ïî-

ðÿäêà, óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(1) åñëè x > y, òî x+ z > y + z äëÿ âñåõ x, y, z ∈ E;
(2) åñëè x > y, òî αx > αy äëÿ âñåõ 0 6 α ∈ R, x, y ∈ E.
Âåêòîðíîé ðåø¼òêîé íàçûâàþò óïîðÿäî÷åííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàí-

ñòâî E, â êîòîðîì äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x, y ∈ E ñóùåñòâóþò x ∨ y :=

sup{x, y} è x ∧ y := inf{x, y}.
Ïóñòü E � âåêòîðíàÿ ðåø¼òêà è x ∈ E. Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà x ∈ E

ñóùåñòâóþò: |x| := x ∨ (−x), x+ := x ∨ 0, x− := (−x)+ = −(x ∧ 0).

Ïðèìåðû âåêòîðíûõ ðåø¼òîê:

(a) R � ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Äëÿ âñåõ α, β ∈ R.
(b) RΩ � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé f : Ω → R (Ω 6= 0) ñ ïîòî÷åíûìè

ðåøåòî÷íûå è àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèÿìè.

(c) L0(Ω,Σ) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ Σ-èçìåðèìûõ ôóíêöèé f : Ω→ R ñ

ïîòî÷åíûìè ðåøåòî÷íûå è àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèÿìè.

(d) Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ìíîæåñòâî C(X) âñåõ

íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé f : X → R ñ ïîòî÷åíûìè ðåøåòî÷íûå è àëãåáðà-

è÷åñêèå îïåðàöèÿìè.

(e) Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ìíîæåñòâî Cb(X) âñåõ

íåïðåðûâíûõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé f : X → R ñ ïîòî÷åíûìè ðåøåòî÷-

íûå è àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèÿìè.

2



Ïîðÿäêîâûì èäåàëîì â âåêòîðíîé ðåø¼òêå E íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî E0 â E òàêîå, ÷òî åñëè x ∈ E è z ∈ E0 óäîâëåòâîðÿþò

íåðàâåíñòâó |x| 6 |z|, òî x ∈ E0. Âñÿêèé ïîðÿäêîâûé èäåàë ÿâëÿåòñÿ

âåêòîðíîé ïîäðåø¼òêîé.

Ïðèìåðû ïîðÿäêîâûõ èäåàëîâ:

(a) l0 = RN. Ïðîñòðàíñòâî lp àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòåé ñ p-îé ñòåïåíüþ ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäêîâûì èäåàëîì â l0 (1 6 p 6∞).

(b) E := L0(Ω,Σ, µ) ⊂ RΩ. Ïðîñòðàíñòâî Lp(µ) èíòåãðèðóåìûõ ñ p-îé

ñòåïåíüþ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäêîâûì èäåàëîì â E (1 6 p 6 ∞).

Â ÷àñòíîñòè, ïðîñòðàíñòâî L∞(µ) èçìåðèìûõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé

ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäêîâûì èäåàëîì â E.

Ïóñòü E � âåêòîðíàÿ ðåø¼òêà è A � ïîäìíîæåñòâî â E. Ïîäìíîæå-

ñòâî A íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì ñâåðõó, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò

x ∈ E, ÷òî x > y äëÿ âñåõ y ∈ A. Ïîäìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ îãðàíè-

÷åííûì ñíèçó, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò x ∈ E, ÷òî x 6 y äëÿ âñåõ

y ∈ A. Ïîäìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîâî îãðàíè÷åííûì, åñëè îíî

îãðàíè÷åíî ñâåðõó è ñíèçó.

Ïóñòü A � îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî â âåêòîðíîé ðåø¼òêå E.

Ñóïðåìóìîì ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøèé ýëåìåíò ìíîæå-

ñòâà âñåõ åãî âåðõíèõ ãðàíèö. Îáîçíà÷åíèå: supA èëè
∨
A.

Èíôèìóìîì ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøèé ýëåìåíò ìíîæå-

ñòâà âñåõ åãî íèæíèõ. Îáîçíà÷åíèå: inf A èëè
∧
A.

Âåêòîðíàÿ ðåøåòêà E íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîâî σ-ïîëíîé (èëè Kσ-ïðîñ-

òðàíñòâîì, åñëè âñÿêîå ñ÷¼òíîå îãðàíè÷åííîå ñâåðõó ïîäìíîæåñòâî èìå-

åò ñóïðåìóì è âñÿêîå ñ÷¼òíîå îãðàíè÷åííîå ñíèçó ïîäìíîæåñòâî èìååò

èíôèìóì.

Âåêòîðíàÿ ðåøåòêà E íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîâî ïîëíîé èëè K-ïðîñòðàí-

ñòâîì, åñëè âñÿêîå åãî ïîðÿäêîâî îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî èìååò ñó-

ïðåìóì è èíôèìóì.

Ïðèìåðû.

(a) Ïîðÿäêîâî ïîëíûìè âåêòîðíûìè ðåø¼òêàìè ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâî
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äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R; ïðîñòðàíñòâî RΩ âñåõ ôóíêöèé èç f : Ω → R;
ïðîñòðàíñòâà lp äëÿ âñåõ 0 6 p 6∞

(b) Âñÿêàÿ ïîðÿäêîâî ïîëíàÿ âåêòîðíàÿ ðåø¼òêà ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäêîâî

σ-ïîëíîé. Ïðîñòðàíñòâî L0(Ω,Σ, µ) ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäêîâî σ-ïîëíîé âåê-

òîðíîé ðåø¼òêîé. Åñëè ìíîæåñòâî Ω ñèãìà-êîíå÷íî, òî L0(Ω,Σ, µ) ÿâëÿ-

åòñÿ ïîðÿäêîâî ïîëíîé âåêòîðíîé ðåø¼òêîé.

(ñ) C(X) íå ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäêîâî σ-ïîëíîé âåêòîðíîé ðåø¼òêîé.

Ïóñòü (Ω,Σ, µ) � èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé, F � âåêòîðíàÿ

ïîäðåøåòêà â L0(Ω,Σ, µ), E � ïðîèçâîëüíàÿ âåêòîðíàÿ ðåøåòêà.

Ëèíåéíûé îïåðàòîð T : F → E íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, åñëè

Tx > 0 äëÿ âñåõ 0 6 x ∈ F .
Ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð T : F → E íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîâî σ-íåïðå-

ðûâíûì, åñëè äëÿ âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn)∞n=1 ⊂ F è x ∈ F òàêèõ,

÷òî 0 6 xn ↑ x, ñëåäóåò 0 6 Txn ↑ Tx (ýêâèâàëåíòíî, ñîîòíîøåíèå xn ↓ 0

âëå÷¼ò Txn ↓ 0).

Íàïîìíèì, ÷òî çàïèñü 0 6 xn ↑ x îçíà÷àåò, ÷òî 0 6 xn(ω) 6 xn+1(ω) è

supn xn(ω) = x(ω) äëÿ âñåõ n ∈ N è ω ∈ Ω. Àíàëîãè÷íî, xn ↓ 0 îçíà÷àåò,

÷òî xn(ω) > xn+1(ω) è infn xn(ω) = 0 äëÿ âñåõ n ∈ N è ω ∈ Ω.

Ïðèìåð. Ïóñòü F := L1(Ω,Σ, µ) � ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ èíòåãðè-

ðóåìûõ ôóíêöèé, T : f 7→
∫
f dµ äëÿ âñåõ f ∈ F . Òîãäà T : F → R �

ëèíåéíûé ïîëîæèòåëüíûé ïîðÿäêîâî σ-íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë.

Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå òåîðèè âåêòîðíûõ ðåø¼òîê è îïåðàòîðîâ â íèõ

ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèÿõ [1, 2, 3].

4



Âñþäó äàëåå Ω � íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî, Σ � σ-àëãåáðà ïîä-

ìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Ω, E � ïîðÿäêîâî σ-ïîëíàÿ âåêòîðíàÿ ðåø¼òêà.

Ââåäåì â E ñèìâîë ∞ è áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî x <∞ äëÿ âñåõ x ∈ E.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ôóíêöèÿ µ : Σ → E ∪ {∞} íàçûâàåòñÿ ìåðîé,

åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1) µ(∅) = 0;

(2) µ(A) > 0 äëÿ âñåõ A ∈ Σ;

(3) äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (An)∞n=1 ⊂ Σ, óäîâëåòâîðÿþùåé

óñëîâèþ Ai ∩ Aj = ∅ äëÿ âñåõ i 6= j, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

µ
( ∞⋃
n=1

An

)
= sup

n∈N

n∑
r=1

µ(Ar).

Ìåðà µ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(i) Åñëè A ⊂ B, òî µ(A) 6 µ(B) (ìîíîòîííîñòü);

(ii) Åñëè An ⊂ An+1 äëÿ âñåõ n ∈ N, òî µ(
⋃
nAn) = supn µ(An);

(iii) Åñëè An ⊃ An+1 äëÿ âñåõ n ∈ N, òî µ(
⋂
nAn) = infn µ(An).

Ñâîéñòâà (ii) è (iii) íàçûâàþò íåïðåðûâíîñòüþ ìåðû µ.

Ïàðó (Ω,Σ), ãäå Σ � σ-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ Ω, íàçûâàþò èçìåðèìûì

ïðîñòðàíñòâîì, à ýëåìåíòû èç Σ � èçìåðèìûìè ìíîæåñòâàìè.

Âñþäó äàëåå (Ω,Σ, µ) � ôèêñèðîâàííîå èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî ñ

ìåðîé µ : Σ → E ∪ {∞}, B := B(R) � áîðåëåâñêàÿ σ-àëãåáðà íà âåùå-

ñòâåííîé ïðÿìîé.

Ôóíêöèÿ f : Ω → R íàçûâàåòñÿ Σ-èçìåðèìîé, åñëè åñëè f−1(B) ∈ Σ

äëÿ âñÿêîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà B ⊂ R (èëè, ýêâèâàëåíòíî, {x ∈ Ω :

f(x) < c} ∈ Σ äëÿ ëþáîãî c ∈ R).
Ñèìâîëîì L0(µ) := L0(Ω,Σ, µ) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ Σ-

èçìåðèìûõ ôóíêöèé f : Ω→ R.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ôóíêöèÿ ϕ : Ω→ R íàçûâàåòñÿ Σ-ñòóïåí÷àòîé,

åñëè îíà ïðåäñòàâèìà â âèäå

ϕ =
n∑
i=1

αiχAi
,
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ãäå α1, . . . , αn ∈ R, A1, . . . , An ∈ Σ ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ è µ(Ai) <∞
äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n, n ∈ N.

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì St(Σ) ìíîæåñòâî âñåõ Σ-ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé.

Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

Iµ(ϕ) :=

∫
ϕ dµ :=

n∑
i=1

αiµ(Ai) (1)

äëÿ âñåõ ϕ =
∑n

i=1 αiχAi
∈ St(Σ).

Ëåììà 3.1. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(1) Ìíîæåñòâî St(Σ) ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíîé ïîäðåøåòêîé L0(µ);

(2) Îòîáðàæåíèå Iµ : St(Σ) → E èç ôîðìóëû (1) êîððåêòíî îïðåäå-

ëåíî (ò.å. Iµ(ϕ) íå çàâèñèò îò ïðåäñòàâëåíèÿ ϕ =
∑n

i=1 αiχAi
∈ St(Σ))

è ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì.

� Ñì. äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.2 èç ëåêöèè �1. �

Îïðåäåëåíèå 3.3. Ãîâîðÿò, ÷òî íåêîòîðîå ñâîéñòâî P âûïîëíÿåòñÿ

µ-ïî÷òè âñþäó (µ-ï.â.), åñëè ìåðà ìíîæåñòâà, íà êîòîðîì ñâîéñòâî P íå

âûïîëíÿåòñÿ, ðàâíà íóëþ.

Ïðèìåðû:

1. f = g µ-ï.â. îçíà÷àåò, ÷òî µ({ω ∈ Ω : f(ω) 6= g(ω)}) = 0;

2. f > g µ-ï.â. îçíà÷àåò, ÷òî µ({ω ∈ Ω : f(ω) < g(ω)}) = 0;

3. f → f µ-ï.â. îçíà÷àåò, ÷òî µ({ω ∈ Ω : fn(ω) 9 f(ω)}) = 0;

4. fn ↑ f µ-ï.â. îçíà÷àåò, ÷òî fn 6 fn+1 µ-ï.â. äëÿ âñåõ n ∈ N è fn → f

µ-ï.â. (ñëåäîâàòåëüíî, f = supn fn µ-ï.â.)

5. fn ↓ f µ-ï.â. îçíà÷àåò, ÷òî fn > fn+1 µ-ï.â. äëÿ âñåõ n ∈ N è fn → f

µ-ï.â. (ñëåäîâàòåëüíî, f = infn fn µ-ï.â.)

6. 0 6 fn ↑ f µ-ï.â. îçíà÷àåò, ÷òî fn > 0 µ-ï.â., fn 6 fn+1 µ-ï.â. äëÿ

âñåõ n ∈ N è fn → f µ-ï.â. (ñëåäîâàòåëüíî, f = supn fn µ-ï.â.)

Âñþäó äàëåå çàïèñü en ↑ e â E áóäåò îçíà÷àòü en 6 en+1 äëÿ âñåõ

n ∈ N è supn en = e äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (en)∞n=1 ⊂ E è e ∈ E.
Àíàëîãè÷íî, çàïèñü en ↓ e â E áóäåò îçíà÷àòü en > en+1 äëÿ âñåõ

n ∈ N è infn en = e.
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Ëåììà 3.2. (Íåïðåðûâíîñòü Iµ) Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Σ-

ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé (ϕn)∞n=1 ⊂ St(Σ) òàêàÿ, ÷òî ϕn ↓ 0 µ-ï.â. Òîãäà

Iµ(ϕn) ↓ 0. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ϕn ↑ ϕ µ-ï.â., ϕ ∈ St(Σ), òî Iµ(ϕn) ↑ Iµ(ϕ).

�Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ëåììû 1.4 (ëåêöèÿ �1). Äîêàæåì ëåììó.

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî óñëîâèÿ ëåììû âûïîëíåíû âñþäó íà Ω,

ò. å. ϕn(ω) > ϕn+1(ω) è limn→∞ ϕn(ω) = ϕ(ω) äëÿ âñåõ ω ∈ Ω è n ∈ N.
Ïóñòü ε > 0. Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ M := max{ϕ1(ω) : ω ∈ Ω},
B := {ω ∈ Ω : ϕ1(ω) > 0} è En := {ω ∈ Ω : ϕn(ω) > ε}. Òîãäà En ↓ ∅
è â ñèëó íåïðåðûâíîñòè µ âûïîëíÿåòñÿ µ(En) ↓ 0. Òàê êàê En ⊂ B äëÿ

ëþáîãî n ∈ N, òî ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

0 6 ϕn = ϕnχB = ϕnχEn + ϕnχB\En 6MχEn + εχB

Òîãäà â ñèëó Ëåììû 3.1 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

0 6 Iµ(ϕn) 6 Iµ(MχEn + εχB) = Mµ(En) + εµ(B)

äëÿ âñåõ n ∈ N. Â âèäó íåïðåðûâíîñòè µ ïîëó÷èì infn∈N Iµ(ϕn) 6 εµ(B)

äëÿ ëþáîãî ε > 0. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε âûâîäèì infn∈N Iµ(ϕn) = 0.

Ïóñòü òåïåðü ϕn ↓ 0 µ-ï.â. Îáîçíà÷èì ÷åðåç E := {ω ∈ Ω : ϕn(ω) ↓ 0}.
Òîãäà χEϕn ↓ 0 è â ñèëó ðàññóæäåíèé âûøå Iµ(χEϕn) ↓ 0. Íî òàê êàê

χEϕn = ϕn µ-ï.â., òî ïî ëåììå 1.3(2) Iµ(χEϕn) = Iµ(ϕn) äëÿ âñåõ n ∈ N.
Ñëåäîâàòåëüíî, Iµ(ϕn) ↓ 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕn ↑ ϕ µ-ï.â. Òîãäà ϕ − ϕn ↓ 0 µ-ï.â. è â ñèëó

äîêàçàííîãî âûøå Iµ(ϕ)−Iµ(ϕn) = Iµ(ϕ−ϕn) ↓ 0. Òàêèì îáðàçîì, Iµ(ϕn) ↑
Iµ(ϕ). �

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ L0(µ) è äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Σ-ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé (ϕn)∞n=1 è (ψn)∞n=1 ⊂ St(Σ) òàêèå, ÷òî ϕn ↑ f
µ-ï.â. è ψn ↑ f µ-ï.â. Òîãäà limn Iµ(ϕn) = limn Iµ(ψn).

� Äîñòàòî÷íî âîñïðîèçâåñòè äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1, èñïîëüçóÿ

ëåììó 3.2 âìåñòî ëåììû 1.4 èç ëåêöèè �1. �

Îïðåäåëåíèå 3.4. Ôóíêöèÿ 0 6 f ∈ L0(µ) µ-ï.â. íàçûâàåòñÿ èíòå-

ãðèðóåìîé, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Σ-ñòóïåí÷àòûõ ôóíê-

öèé (ϕn)∞n=1 òàêàÿ, ÷òî 0 6 ϕn ↑n f µ-ï.â. è limn

∫
ϕn dµ = supn

∫
ϕn dµ <
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∞. Ïðè ýòîì áóäåì ïîëàãàòü Iµ(f) :=
∫
f dµ := limn

∫
ϕn dµ = supn

∫
ϕn dµ.

Òàêèì îáðàçîì,

0 6
∫
f dµ := lim

n

∫
ϕn dµ = sup

n

∫
ϕn dµ.

Çàìå÷àíèå 3.1. Èç òåîðåìû 3.1 ñëåäóåò, ÷òî Iµ(f) íå çàâèñèò îò

âûáîðà (ϕn)∞n=1 ∈ St(Σ). Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ôóíêöèÿ f > 0 µ-ï.â. èíòå-

ãðèðóåìà è äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè g ∈ L0(µ) âûïîëíÿåòñÿ g = f µ-ï.â.,

òî g èíòåãðèðóåìà è
∫
g dµ =

∫
f dµ > 0. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè 0 6 ϕn ↑ f

µ-ï.â. è f = g µ-ï.â., òî 0 6 ϕn ↑ g µ-ï.â. è
∫
g dµ = limn

∫
ϕn dµ =

∫
f dµ.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè f = 0 µ-ï.â., òî
∫
f dµ = 0.

Îïðåäåëåíèå 3.4. Ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ f ∈ L0(µ) íàçûâàåòñÿ

èíòåãðèðóåìîé, åñëè èíòåãðèðóåìû ôóíêöèè f+ := f ∨ 0 è f− := f ∧ 0.

Ïðè ýòîì áóäåì ïîëàãàòü

Iµ(f) :=

∫
f dµ :=

∫
f+ dµ−

∫
f− dµ. (2)

Ñèìâîëîì L1(µ) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ èíòåãðèðóåìûõ

ôóíêöèé. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè îïåðàòîð Iµ : f 7→
∫
f dµ èç

L1(µ) â E.

Òåîðåìà 3.2. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(1) Åñëè ôóíêöèè f ∈ L1(µ) è g ∈ L0(µ) òàêèå, ÷òî |g| 6 |f | µ-ï.â.,
òî g ∈ L1(µ);

(2) Ìíîæåñòâî L1(µ) ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäêîâûì èäåàëîì â L0(µ);

(3) Îòîáðàæåíèå Iµ : f 7→
∫
f dµ èç L1(µ) â E ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì

ïîëîæèòåëüíûì îïåðàòîðîì.

(4) Åñëè f ∈ L1(µ) è g ∈ L0(µ) òàêèå, ÷òî f = g µ-ï.â., òî g ∈ L1(µ)

è Iµ(f) = Iµ(g);

(5) Åñëè f, g ∈ L1(µ) è f > g µ-ï.â., òî Iµ(f) > Iµ(g) (ìîíîòîííîñòü

Iµ);

(6) Äëÿ ôóíêöèè g ∈ L1(µ) âûïîëíÿåòñÿ Iµ(|g|) = 0, òîãäà è òîëüêî

òîãäà g = 0 µ-ï.â.

� Ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.4 èç ëåêöèè �1. �
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Òåîðåìà 3.3. (σ-íåïðåðûâíîñòü Iµ) Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé (fn)∞n=1 ⊂ L1(µ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ fn ↓n
0 µ-ï.â. Òîãäà limn

∫
fn dµ = 0 ( ñëåäîâàòåëüíî,

∫
fn dµ ↓n 0).

� Ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.5 èç ëåêöèè �1. �

Òåîðåìà 3.4. (Íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà) Ïóñòü f ∈ L1(µ), f > 0

µ-ï.â. è 0 < α ∈ R. Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

µ({ω ∈ Ω : f(ω) > α}) 6 1

α

∫
f dµ.

� Ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.6 èç ëåêöèè �1. �

Òåîðåìà 3.5. (Ëåâè) Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fn)∞n=1 ⊂ L1(µ)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì fn 6 fn+1 µ-ï.â. äëÿ âñåõ n ∈ N, limn

∫
fn dµ <

∞. Òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f ∈ L1(µ) òàêàÿ, ÷òî fn ↑n f µ-ï.â. è∫
f dµ = limn

∫
fn dµ (ñëåäîâàòåëüíî,

∫
fn dµ ↑n

∫
f dµ).

� Ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.7 èç ëåêöèè �1. �

Òåîðåìà 3.6. (Ëåììà Ôàòó) Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåãðè-

ðóåìûõ ôóíêöèé (fn)∞n=1 ⊂ L1(µ) òàêàÿ, ÷òî fn > 0 µ-ï.â. äëÿ âñåõ

n ∈ N è lim inf
∫
fn dµ <∞ (≡ supm infn>m

∫
fn dµ <∞). Òîãäà ôóíêöèÿ

lim inf fn ∈ L1(µ) è
∫

lim inf fn dµ 6 lim inf
∫
fn dµ.

� Ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.8 èç ëåêöèè �1. �

Òåîðåìà 3.7. (Ëåáåãà î ìàæîðèðîâàííîé ñõîäèìîñòè) Ïóñòü

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fn)∞n=1 ⊂ L1(µ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì |fn| 6 g

µ-ï.â. è g ∈ L1(µ) äëÿ âñåõ n ∈ N. Åñëè fn → f µ-ï.â., òî f ∈ L1(µ) è

âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà limn

∫
fn dµ =

∫
limn fn dµ =

∫
f dµ.

� Ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.9 èç ëåêöèè �1. �

Çàìå÷àíèå 3.2. Ââåä¼ì â ïðîñòðàíñòâå L0(µ) îòíîøåíèå ýêâèâà-

ëåíòíîñòè: f ∼ g ïî îïðåäåëåíèþ îçíà÷àåò f = g µ-ï.â. Ïðîñòðàíñòâî

êëàññîâ ýêâèâàëåíòíûõ ôóíêöèé îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì L0(µ) := L0/ ∼.
Â ïðîñòðàíñòâå L0(µ) ââîäÿò àëãåáðàè÷åñêèå è ðåøåòî÷íîå îïåðàöèè ñëå-

äóþùèì îáðàçîì: f̃+g̃ := f̃ + g, λf̃ := λ̃f , f̃∨g̃ := f̃ ∨ g, f̃∧g̃ := f̃ ∧ g äëÿ
âñåõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè f̃ , g̃ ∈ L0(µ) è ÷èñåë λ ∈ R. Îòíîñèòåëüíî
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ââåä¼ííûõ îïåðàöèé L0(µ) ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíîé ðåø¼òêîé, à ïðîñòðàíñòâî

êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé L1(µ) := L1(µ)/ ∼ ÿâ-

ëÿåòñÿ èäåàëîì â L0(µ) è, ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðíîé ïîäðåøåòêîé. Òàê

êàê èíòåãðàëû îò ýêâèâàëåíòíûõ ôóíêöèé ñîâïàäàþò, òî ìîæíî îïðåäå-

ëèòü èíòåãðàë íà L1(µ) ñëåäóþùèì îáðàçîì:
∫
f̃ dµ :=

∫
f dµ äëÿ âñåõ

f̃ ∈ L1(µ). Ïðè ýòîì
∫
|f̃ | dµ = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà |f̃ | = 0.

Çàìå÷àíèå 3.3. Ââèäó òîãî, ÷òî èíòåãðàë íå çàâèñèò îò çíà÷åíèé,

ïðèíèìàåìûõ ôóíêöèåé íà ìíîæåñòâå íóëåâîé ìåðû, ìîæíî ðàññìàòðè-

âàòü ôóíêöèè, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ +∞ è −∞ íà ìíîæåñòâàõ ìåðû

íóëü. Ïðè ýòîì ñâîéñòâà èíòåãðàëà íà L1(µ) ñîõðàíÿòüñÿ, à ñîñòàâ ýëå-

ìåíòîâ L1(µ) íå èçìåíèòñÿ.

Ëèòåðàòóðà

1. Aliprantis C. D., and Burkinshaw O. Positive Operators, Springer, 1985, 376 p.

2. Kusraev A.G. Dominated Operators, Springer, 2000, 446 p.

3. Meyer-Nieberg P. Banach Lattices, Berlin etc.: Springer, 1991, 395 p.

4. Wright M. Stone-Algebra-Valued Measures and Integrals // Proc. London

Math. Soc.�1969�V.19, �3, pp. 107�122.
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Ëåêöèÿ �4. Òåîðåìà òèïà Ðèññà�Ìàðêîâà

î ïðåäñòàâëåíèè ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Òåîðåìû òèïà Ðèññà�Ìàðêîâà î ïðåäñòàâëåíèè ïîëîæèòåëüíûõ îïå-

ðàòîðîâ ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ [7, 8, 9]. Â äàííîé ëåêöèè ïðåäëàãàåòñÿ àëü-

òåðíàòèâíîå è áîëåå ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ òåîðåì, ïîëüçóÿñü ðå-

çóëüòàòîì èç òåîðèè âåêòîðíûõ ðåø¼òîê î ïðîäîëæåíèè ïîëîæèòåëüíîãî

îïåðàòîðà íà ñèãìà-ïîïîëíåíèå ñâîåãî îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ (ñì. [4]).

Óïîðÿäî÷åííûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì R íàçûâàþò

ïàðó E := (E,6), ãäå E � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, 6 � îòíîøåíèå ïî-

ðÿäêà, óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(1) åñëè x > y, òî x+ z > y + z äëÿ âñåõ x, y, z ∈ E;
(2) åñëè x > y, òî αx > αy äëÿ âñåõ 0 6 α ∈ R, x, y ∈ E.
Âåêòîðíîé ðåø¼òêîé íàçûâàþò óïîðÿäî÷åííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàí-

ñòâî E, â êîòîðîì äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x, y ∈ E ñóùåñòâóþò x ∨ y :=

sup{x, y} è x ∧ y := inf{x, y}.
Ïóñòü E � âåêòîðíàÿ ðåø¼òêà è x ∈ E. Òîãäà â E ñóùåñòâóþò ñëåäó-

þùèå ýëåìåíòû: |x| := x ∨ (−x), x+ := x ∨ 0, x− := (−x)+ = −(x ∧ 0).

Ïðèìåðû âåêòîðíûõ ðåøåòîê:

(a) R � ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Äëÿ âñåõ α, β ∈ R.
(b) RΩ � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé f : Ω → R (Ω 6= 0) ñ ïîòî÷åíûìè

ðåøåòî÷íûå è àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèÿìè.

(c) L0(Ω,Σ) � ìíîæåñòâî âñåõ Σ-èçìåðèìûõ ôóíêöèé f : Ω → R ñ

ïîòî÷åíûìè ðåøåòî÷íûå è àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèÿìè.

(d) Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ìíîæåñòâî C(X) âñåõ

íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé f : X → R ñ ïîòî÷åíûìè ðåøåòî÷íûå è àëãåáðà-

è÷åñêèå îïåðàöèÿìè.

(e) Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ìíîæåñòâî Cb(X) âñåõ

íåïðåðûâíûõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé f : X → R ñ ïîòî÷åíûìè ðåøåòî÷-

íûå è àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèÿìè.

(f) Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ìíîæåñòâî Bor(X) âñåõ

îãðàíè÷åííûõ áîðåëåâñêèõ ôóíêöèé f : X → R ñ ïîòî÷åíûìè ðåøåòî÷-
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íûå è àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèÿìè. Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ f íàçûâàåò-

ñÿ áîðåëåâñêîé, åñëè îíà èçìåðèìà îòíîñèòåëüíî σ-àëãåáðû, ïîðîæä¼í-

íîé âñåìè îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè èç X.

Ïóñòü E � âåêòîðíàÿ ðåø¼òêà è A � ïîäìíîæåñòâî â E. Ïîäìíîæå-

ñòâî A íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì ñâåðõó, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò

x ∈ E, ÷òî x > y äëÿ âñåõ y ∈ A. Àíàëîãè÷íî, ïîäìíîæåñòâî A íàçû-

âàåòñÿ îãðàíè÷åííûì ñíèçó, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò x ∈ E, ÷òî
x 6 y äëÿ âñåõ y ∈ A.

Âåêòîðíàÿ ðåøåòêà E íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîâî ïîëíîé èëè K-ïðîñòðàí-

ñòâîì, åñëè âñÿêîå îãðàíè÷åííîå ñâåðõó ïîäìíîæåñòâî èìååò ñóïðåìóì

è âñÿêîå îãðàíè÷åííîå ñíèçó ïîäìíîæåñòâî èìååò èíôèìóì.

Âåêòîðíàÿ ðåøåòêà E íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîâî σ-ïîëíîé (èëè Kσ-ïðîñ-

òðàíñòâîì, åñëè âñÿêîå ñ÷¼òíîå îãðàíè÷åííîå ñâåðõó ïîäìíîæåñòâî èìå-

åò ñóïðåìóì è âñÿêîå ñ÷¼òíîå îãðàíè÷åííîå ñíèçó ïîäìíîæåñòâî èìååò

èíôèìóì.

Ïðèìåðû ïîðÿäêîâî ïîëíûõ è σ-ïîëíûõ âåêòîðíûõ ðåøåòîê.

(a) Ïîðÿäêîâî ïîëíûìè âåêòîðíûìè ðåø¼òêàìè ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâî

äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R; ïðîñòðàíñòâî RΩ âñåõ ôóíêöèé èç f : Ω → R;
ïðîñòðàíñòâà lp äëÿ âñåõ 0 6 p 6∞

(b) Âñÿêàÿ ïîðÿäêîâî ïîëíàÿ âåêòîðíàÿ ðåø¼òêà ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäêîâî

σ-ïîëíîé. Ïðîñòðàíñòâî L0(Ω,Σ, µ) ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäêîâî σ-ïîëíîé âåê-

òîðíîé ðåø¼òêîé. Åñëè ìíîæåñòâî Ω ñèãìà-êîíå÷íî, òî L0(Ω,Σ, µ) ÿâëÿ-

åòñÿ ïîðÿäêîâî ïîëíîé âåêòîðíîé ðåø¼òêîé.

(ñ) C(X) íå ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäêîâî σ-ïîëíîé âåêòîðíîé ðåø¼òêîé.

Ïóñòü E � âåêòîðíàÿ ðåø¼òêà, (xn)∞n=1 ⊂ E. Çàïèñü xn ↓ 0 áóäåò

îçíà÷àòü, ÷òî xn > xn+1 äëÿ âñåõ n ∈ N è infn xn = 0. Àíàëîãè÷íî, åñëè

x ∈ E, òî xn ↑ x îçíà÷àåò, ÷òî 0 6 xn 6 xn+1 äëÿ âñåõ n ∈ N è supn xn = x.

Ïðèìåð. Ïóñòü E := L0(Ω,Σ), (xn)∞n=1 ⊂ L0(Ω,Σ). Òîãäà xn ↓ 0 îçíà-

÷àåò, ÷òî xn(ω) > xn+1(ω) è infn xn(ω) = x(ω) äëÿ âñåõ n ∈ N è ω ∈ Ω.

Ëèíåéíûé îïåðàòîð T : E → F , äåéñòâóþùèé ìåæäó âåêòîðíûìè

ðåø¼òêàìè E è F , íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, åñëè Tx > 0 äëÿ âñåõ
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0 6 x ∈ E.
Ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð T : E → F íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîâî σ-íåïðå-

ðûâíûì, åñëè äëÿ âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn)∞n=1 ⊂ E è x ∈ E òàêèõ,

÷òî 0 6 xn ↑ x, âûïîëíÿåòñÿ 0 6 Txn ↑ x (èëè, ýêâèâàëåíòíî, ñîîòíîøå-

íèå xn ↓ 0 âëå÷¼ò Txn ↓ 0).

Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå òåîðèè âåêòîðíûõ ðåø¼òîê è îïåðàòîðîâ â íèõ

ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèÿõ [1, 2, 3].

Âñþäó äàëåå X � êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàí-

ñòâî (≡ êîìïàêò), E � ïîðÿäêîâî σ-ïîëíàÿ âåêòîðíàÿ ðåø¼òêà, Σ � íåêî-

òîðàÿ σ-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X, C(X) � âåêòîðíàÿ ðåøåòêà

íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé èç X â R.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðîé íà ìíîæåñòâå X íàçûâà-

åòñÿ íàèìåíüøàÿ σ-àëãåáðà ΣBor, ñîäåðæàùàÿ âñå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà

â X. Ýëåìåíòû èç ΣBor áóäåì íàçûâàþò áîðåëåâñêèìè ìíîæåñòâàìè.

Îïðåäåëåíèå 4.2. Áýðîâñêîé σ-àëãåáðîé íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåò-

ñÿ íàèìåíüøàÿ σ-àëãåáðà ΣBa, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé âñå ôóíêöèè èç

C(X) ÿâëÿþòñÿ èçìåðèìûìè. Ýëåìåíòû èç ΣBa áóäåì íàçûâàþò áýðîâ-

ñêèìè ìíîæåñòâàìè.

Èçâåñòíî, ÷òî áýðîâñêàÿ σ-àëãåáðà ΣBa ñîâïàäàåò ñ íàèìåíüøåé σ-

àëãåáðîé, ñîäåðæàùåé âñå çàìêíóòûå Gδ-ìíîæåñòâà [6, Ïðåäëîæåíèå 21].

Íàïîìíèì, ÷òî ïîäìíîæåñòâî A ⊂ X íàçûâàåòñÿ Gδ-ìíîæåñòâîì, åñ-

ëè íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Gn)∞n=1 îòêðûòûõ ìíîæåñòâ òàêàÿ, ÷òî

A =
⋂∞
n=1Gn.

ßñíî, ÷òî ΣBa ⊂ ΣBor. Â òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ñî ñ÷åòíîé

áàçîé ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ΣBa = ΣBor. Â ÷àñòíîñòè, â êîìïàêòíûõ

ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ, à òàêæå â Rn âåðíî ΣBa = ΣBor ([6, Òåîðåìà

20], [5, �50, Òåîðåìà E]).

Îïðåäåëåíèå 4.3. Ôóíêöèÿ µ : Σ → E ∪ {∞} íàçûâàåòñÿ ìåðîé,

åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1) µ(∅) = 0;

(2) µ(A) > 0 äëÿ âñåõ A ∈ Σ;

4



(3) äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (An)∞n=1 ⊂ Σ, óäîâëåòâîðÿþùåé

óñëîâèþ Ai ∩ Aj = ∅ äëÿ âñåõ i 6= j, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

µ
( ∞⋃
n=1

An

)
= sup

n∈N

n∑
r=1

µ(Ar).

Ìåðà µ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(i) Åñëè A ⊂ B, òî µ(A) 6 µ(B) (ìîíîòîííîñòü);

(ii) Åñëè An ⊂ An+1 äëÿ âñåõ n ∈ N, òî µ(
⋃
nAn) = supn µ(An);

(iii) Åñëè An ⊃ An+1 äëÿ âñåõ n ∈ N, òî µ(
⋂
nAn) = infn µ(An).

Ñâîéñòâà (ii) è (iii) íàçûâàþò íåïðåðûâíîñòüþ ìåðû µ.

Îïðåäåëåíèå 4.4. Ïóñòü ΣBa � áýðîâñêàÿ σ-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ

êîìïàêòà X, E � ïîðÿäêîâî ïîëíàÿ âåêòîðíàÿ ðåøåòêà. Áýðîâñêàÿ ìåðà

µ : ΣBa → E íàçûâàåòñÿ êâàçèðåãóëÿðíîé, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

µ(G) = sup{µ(K) : K ∈ ΣBa, K çàìêíóòî â X, K ⊂ G}

äëÿ âñåõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ G ∈ ΣBa.

Îïðåäåëåíèå 4.5. Ïóñòü ΣBor � áîðåëåâñêàÿ σ-àëãåáðà ïîäìíî-

æåñòâ êîìïàêòà X, E � ïîðÿäêîâî ïîëíàÿ âåêòîðíàÿ ðåøåòêà. Áîðåëåâ-

ñêàÿ ìåðà µ : ΣBor → E íàçûâàåòñÿ êâàçèðåãóëÿðíîé, åñëè âûïîëíÿåòñÿ

óñëîâèå

µ(G) = sup{µ(K) : K ∈ ΣBor, K çàìêíóòî â X, K ⊂ G}

äëÿ âñåõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ G ∈ ΣBor.

Ëåììà 4.1. Ïóñòü X � êîìïàêò, E � ïîðÿäêîâî ïîëíàÿ âåêòîðíàÿ

ðåøåòêà, ΣBa � áýðîâñêàÿ σ-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ X, µ : ΣBa → E �

áýðîâñêàÿ ìåðà. Òîãäà µ êâàçèðåãóëÿðíà.

� Ïóñòü µ : ΣBa → E � áýðîâñêàÿ ìåðà. Óñëîâèå êâàçèðåãóëÿðíîñòè

ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:

µ(F ) = inf{µ(G) : G ∈ ΣBa, G îòêðûòî â X, F ⊂ G}
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äëÿ âñåõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ F ∈ ΣBa. Â ñèëó [5, �51,Òåîðåìà D] êàæäîå

çàìêíóòîå ìíîæåñòâî F ∈ Σ ÿâëÿåòñÿ Gδ-ìíîæåñòâîì. Òî åñòü ñóùåñòâó-

åò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòêðûòûõ ìíîæåñòâ (Gn)∞n=1 òàêàÿ, ÷òî

F =
∞⋂
n=1

Gn.

Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ Vk :=
⋂k
n=1 Gn äëÿ âñåõ k ∈ N. Òîãäà Vk ⊃ Vk+1

äëÿ âñåõ k ∈ N è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî F =
⋂∞
k=1 Vk. Ñëåäîâàòåëüíî, â

âèäó íåïðåðûâíîñòè µ ïîëó÷èì µ(F ) = infk µ(Vk). Òîãäà â ñèëó ìîíîòîí-

íîñòè µ è ñâîéñòâ òî÷íûõ íèæíèõ ãðàíèö ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

µ(F ) 6 inf{µ(G) : G ∈ ΣBa, G îòêðûòî â X, F ⊂ G} 6

inf{µ(Vk) : k ∈ N} = µ(F ).

Òàêèì îáðàçîì µ(F ) = inf{µ(G) : G ∈ ΣBa, G îòêðûòî â X, F ⊂ G} äëÿ
êàæäîãî çàìêíóòîãî F ∈ ΣBa. �

Îïðåäåëåíèå 4.6. Ôóíêöèÿ f : X → R íàçûâàåòñÿ áýðîâñêîé, åñëè

f−1(B) ∈ ΣBa äëÿ âñÿêîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà B ⊂ R (èëè ýêâèâà-

ëåíòíî {x ∈ X : f(x) < c} ∈ ΣBa äëÿ ëþáîãî c ∈ R).

Ñèìâîëîì B(X) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ îãðàíè÷åííûõ áý-

ðîâñêèõ ôóíêöèé íà X. ßñíî, ÷òî C(X) ⊂ B(X).

Òåîðåìà 4.1. [4, Òåîðåìà 2.1] Ïóñòü X � êîìïàêò, B(X) � σ-

ïîëíàÿ âåêòîðíàÿ ðåø¼òêà îãðàíè÷åííûõ áýðîâñêèõ ôóíêöèé íà X, E �

σ-ïîëíàÿ âåêòîðíàÿ ðåø¼òêà, φ : C(X) → E � ëèíåéíûé ïîëîæè-

òåëüíûé îïåðàòîð. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ëèíåéíûé ïîëî-

æèòåëüíûé ïîðÿäêîâî σ-íåïðåðûâíûé îïåðàòîð φ̃ : B(X) → E òàêîé,

÷òî φ̃(f) = φ(f) äëÿ âñåõ f ∈ C(X).

Òåîðåìà 4.2. [9, Òåîðåìà 4.6] Ïóñòü X � êîìïàêò, E � ïîðÿäêî-

âî σ-ïîëíàÿ âåêòîðíàÿ ðåø¼òêà è T : C(X) → E � ëèíåéíûé ïîëî-

æèòåëüíûé îïåðàòîð. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ áýðîâñêàÿ ìåðà

µ : ΣBa → E òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ f ∈ C(X) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

T (f) =

∫
f dµ. (1)
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� Ïî òåîðåìå 4.1 ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé ïîëîæèòåëüíûé ïîðÿäêîâî

σ-íåïðåðûâíûé îïåðàòîð T̃ : B(X)→ E òàêîé, ÷òî T̃ (f) = T (f) äëÿ âñåõ

f ∈ C(X). Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

µ(A) := T̃ (χA)

äëÿ âñåõ A ∈ ΣBa. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ µ : ΣBa → E ÿâëÿåòñÿ ìåðîé.

Äåéñòâèòåëüíî, µ(∅) = T̃ (χ∅) = T̃ (0) = 0. Ïóñòü (An)∞n=1 ⊂ ΣBa òàêàÿ,

÷òî Ai∩Aj = ∅ äëÿ âñåõ i 6= j. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A :=
⋃∞
n=1 An è îòìåòèì,

÷òî 0 6
∑k

n=1 χAn = χ⋃k
n=1 An

↑k χA. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ëèíåéíîñòè,

ïîëîæèòåëüíîñòè è ïîðÿäêîâî σ-íåïðåðûâíîñòè T̃ âûïîëíÿþòñÿ ðàâåí-

ñòâà
∞∑
n=1

µ(An) = sup
k∈N

k∑
n=1

µ(An) = sup
k∈N

k∑
n=1

T̃ (χAn) =

sup
k∈N

T̃
( k∑
n=1

χAn

)
= sup

k∈N
T̃ (χ⋃k

n=1 An
) = T̃ (χA) = µ(A).

Òàêèì îáðàçîì, µ � ìåðà. Îòìåòèì, ÷òî
∫
χX dµ = µ(X) = T̃ (χX).

Óñòàíîâèì ñïðàâåäëèâîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ

T̃ (g) =

∫
g dµ

Â âèäó ðàâåíñòâà g = g+−g−, äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ïîëîæèòåëüíûìè
ôóíêöèÿìè g ∈ B(X). Ïóñòü 0 6 g ∈ B(X). Ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C >

0 òàêàÿ, ÷òî g 6 CχX . Òàê êàê ôóíêöèÿ CχX ∈ B(X) èíòåãðèðóåìà,

òî ïî òåîðåìå 3.2 (ëåêöèÿ �3) g òàêæå èíòåãðèðóåìà. Ñëåäîâàòåëüíî,

ïî îïðåäåëåíèþ 3.4 (ëåêöèÿ �3) ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ΣBa-

ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé (ϕn)∞n=1 òàêàÿ, ÷òî 0 6 ϕn ↑n g µ-ï.â. è
∫
g dµ =

supn
∫
ϕn dµ. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî 0 6 ϕn ↑n g.

Êàæäàÿ ôóíêöèÿ ϕn èìååò âèä ϕn =
∑k(n)

i=1 αiχAi
, ãäå αi ∈ R, Ai ∈ ΣBa,

Ai ∩ Aj = ∅ äëÿ âñåõ i 6= j, i, j = 1, . . . , k(n), n ∈ N. Äëÿ âñåõ n ∈ N
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âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà∫
ϕn dµ =

k(n)∑
i=1

αiµ(Ai) =

k(n)∑
i=1

αiT̃ (χAi
) = T̃

( k(n)∑
i=1

αiχAi

)
= T̃ (ϕn).

Ñëåäîâàòåëüíî, â âèäó ïîðÿäêîâî σ-íåïðåðûâíîñòè T̃ ñïðàâåäëèâû ðà-

âåíñòâà ∫
g dµ = sup

n∈N

∫
ϕn dµ = sup

n∈N
T̃ (ϕn) = T̃ (g).

Òàêèì îáðàçîì, T̃ (g) =
∫
g dµ äëÿ âñåõ 0 6 g ∈ B(X) è, òåì ñàìûì,

ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå (1).

Ïîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ìåðû µ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ìåðà

λ : ΣBa → E òàêàÿ, ÷òî T (f) =
∫
f dλ äëÿ âñåõ f ∈ C(X). Òàê êàê

ñóùåñòâóåò
∫
χX dλ = λ(X), òî â âèäó òåîðåìû 3.2 (ëåêöèÿ �3) âñå

ôóíêöèè èç B(X) èíòåãðèðóåìû ïî ìåðå λ. Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

Iλ(g) :=

∫
g dλ

äëÿ âñåõ g ∈ B(X). Òîãäà â ñèëó òåîðåì 3.2 è 3.3 (ëåêöèÿ �3) îïåðà-

òîð Iλ : f 7→
∫
f dµ èç B(X) â E ëèíååí, ïîëîæèòåëåí è ïîðÿäêîâî

σ-íåïðåðûâåí. Êðîìå òîãî, Iλ(f) = T (f) äëÿ âñåõ f ∈ C(X). Òîãäà â

ñèëó åäèíñòâåííîñòè T̃ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî T̃ (g) = Iλ(g) äëÿ âñåõ

g ∈ B(X). Ñëåäîâàòåëüíî, λ(A) =
∫
χA dλ = Iλ(χA) = T̃ (χA) = µ(A) äëÿ

âñåõ A ∈ ΣBa. Òàêèì îáðàçîì, µ = λ. �

Ñëåäñòâèå 4.1. Ïóñòü X � êîìïàêò, E � ïîðÿäêîâî ïîëíàÿ âåê-

òîðíàÿ ðåø¼òêà è T : C(X) → E � ëèíåéíûé ïîëîæèòåëüíûé îïåðà-

òîð. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ êâàçèðåãóëÿðíàÿ áýðîâñêàÿ ìåðà

µ : ΣBa → E òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ f ∈ C(X) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

T (f) =

∫
f dµ.

� Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òåîðåìû 4.2 è ëåììû 4.1. �
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Òåîðåìà 4.3 [7, Òåîðåìà 4.5]. Ïóñòü X � êîìïàêò, E � ïîðÿäêîâî

ïîëíàÿ âåêòîðíàÿ ðåø¼òêà è T : C(X)→ E � ëèíåéíûé ïîëîæèòåëü-

íûé îïåðàòîð. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ áîðåëåâñêàÿ êâàçèðåãó-

ëÿðíàÿ ìåðà µ : ΣBor → E òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ f ∈ C(X) ñïðàâåäëèâî

ïðåäñòàâëåíèå

T (f) =

∫
f dµ.
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